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МЕТОД ЛИНЕАРИЗАЦИОННОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

ГОЛОНОМНЫХ ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ  

И МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ 

Голономное свойство присуще в основном мехатронным системам, которые способны 

изменить свою ориентацию в своей координатой системе без изменения своей позиции в про-

странстве. Ограничительные условия, применяемые в голономных системах, уменьшают их сте-

пень свободы. Формально голономное ограничение определяется в виде функции ограничения 

на пространстве конфигурации системы. В измерительно-информационных системах для реше-

ния задач повышения надежности, точности и оптимизации, как отдельных частей, так и всей 

системы возможно введение избыточности в виде дополнительных голономных связей. Цель 

исследования: разработка метода линеаризационной оптимизации голономных информацион-

но-измерительных и мехатронных систем. Методы: для пояснения предлагаемого метода ис-
пользованы основные положения задачи определения безусловного максимума функционала, 

характеризуемой в качестве задачи неклассического вариационного исчисления. Результаты: 

изложена критика классического положения теории оптимизации о том, что если система по вы-

бранному критерию достигает минимума, то для оптимизации системы на максимум достаточно 

взять тот же критерий с отрицательным знаком. Такое положение, будучи логически верным, 

противоречит задачам, решаемым разработчиками систем, так как разработчик заранее опреде-

ляет критерий оптимальности разрабатываемой системы, и изменение этого критерия ради тре-

буемого результата недопустимо. Доказано, что если искомая функция голономной связи, на 

которую наложено интегральное ограничение, обеспечивает минимум (максимум) целевого 

функционала Лагранжа, то при условии возможности линеаризации интегранта исходного целе-

вого функционала всегда существует функция, инверсная в отношении функции связи, при кото-

рой обеспечивается максимум (минимум) того же функционала. Таким образом, задача оптими-

зации решается не путем замены критерия оптимальности, а путем корректировки внутренних 
связей в разрабатываемой системе. Практическая значимость: результаты, полученные в на-

стоящей работе, могут быть использованы при проектировании различных информационно-

измерительных и мехатронных систем различного назначения. 

Ключевые слова: голономность, оптимизация, мехатронная система, измерительно-

информационная система, функционал. 
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METHOD OF LINEARIZATIONAL OPTIMIZATION  

OF HOLONOMIC INFORMATION-MEASURING  

AND MECHATRONIC SYSTEMS 

The holonomic property is mainly held by mechatronic systems which are capable to change 

orientation in its coordinate system without changing the space position. The limitation conditions, ap-

plied on holonomic systems decrease its level of freedom. Formally, the holonomic limitation is deter-

mined as link function at the space of system configuration. In measuring-information systems solution 

of tasks on increase of reliability, accuracy and optimization of both parts of and whole system is possi-

ble by adding exorbitance using additional holonomic relations. Aim of research: development the 

method of linearization optimization of holonomic information-measuring and mechatronic systems. 

Methods: in order to explain the suggested method main suggestions of the task on determination of 

non-conditional maximum of functional characterized as task of non-conditional variation calculation are 

used. Results: the critics of classic rule of optimization theory stating that if the system reaches mini-

mum on chosen criteria, to optimize the same system on maximum it is sufficient to use this criteria by 

negative sign. This rule being logically true contradict with tasks solved by developer of the system be-

cause developer firmly defined the criteria of optimality of constructed system and cannot change it. It is 

mathematically proved that if the searched function of holonomic relation imposed by integral limitation 

condition provides minimum (maximum) of Lagrange target functional then if the integrant of target func-

tional could be linearized then always one can find function, Inversed in regard of link function, upon 

which the maximum (minimum) of the functional is provided. Thus, the optimization task is solved not by 

substitution of optimality criteria, but by correction of internal relations in developed system. Practical 

significance: results obtained in this work can be used in development of different information – meas-

uring and mechatronic systems of different designations. 

Keawords: holonomity, optimization, mechatronic system, information-measuring system, functional. 

Введение. Под измерительной информационной системой пони-

мается комплекс, объединяющий объект, систему датчиков и устрой-

ство обработки информации [1–3]. 

Голономной является система, у которой существующие связи 

между различными ее показателями могут быть отображены геометри-

чески, в виде явной или неявной функции. 

Голономные системы широко используются в различных отрас-

лях техники и технологий.  

Как отмечено в работе [4], связи, наложенные на показатели сис-

темы, могут быть выражены аналитически в виде неравенств или ра-

венств. Связи в виде равенств называют удерживающими, а в виде не-

равенств – неудерживающими. 
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Анализ соответствующей технической литературы показывает, 

что голономное свойство присуще в основном мехатронным системам, 

которые, как изложено в [5], способны изменить свою ориентацию  

в своей координатой системе без изменения своей позиции в простран-

стве. В работе [6] рассмотрены вопросы стабилизации положения го-

лономной механической системы на основе построения нелинейных 

регуляторов интегрального и интегро-дифференциального типов. По-

казана необходимость включения в их структуру нелинейных функций 

для определения условия нелокальной стабилизации. Как отмечается  

в работе [7, 8], ограничительные условия, применяемые в голономных 

системах, уменьшают степень свободы системы. Формально голоном-

ное ограничение определяется в виде функции ограничения на про-

странстве конфигурации системы. При этом функция ограничения мо-

жет изменяться во времени. 

В измерительно-информационных системах для решения задач 

повышения надежности и точности как отдельных частей, так и всей 

системы возможно введение избыточности в виде дополнительных го-

лономных связей, формирующих некоторую простую задачу (кон-

трольный тест), результат которой заранее известен [9, 10]. При этом 

высокая степень «перемешивания» основной и контрольной задач ука-

зывает на полноту проводимого контроля. Таким образом, введение  
избыточных переменных, связанных с основными переменными неко-

торым известным соотношением, позволяет применить к системе неко-

торые контрольные условия. Согласно [11, 12], развитие электромеха-
ники, микроэлектроники и информационных технологий привело  

к развитию голономных мехатронных систем, основная функция кото-

рых заключается в целенаправленном механическом движении, управ-

ляемом сигналом, формируемым путем обработки текущей измери-

тельной информации. При этом актуально создание таких мехатрон-

ных систем, в которых возможно уменьшение количества исполни-

тельных устройств и сокращение объема измерительной информации, 

требуемой для формирования сигнала управления [13–16]. Вышеизло-

женное подтверждает актуальность задачи разработки новых методов 

оптимизации голономных информационных и мехатронных систем 

различного назначения с использованием элементов теории классиче-

ского и неклассического вариационного исчисления.  
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2. Предлагаемый метод. Для пояснения предлагаемого метода 

воспользуемся основными положениями задачи определения условно-

го максимума функционала, характеризуемой в качестве задачи не-

классического вариационного исчисления. Указанная задача матема-

тически формулируется следующим образом: требуется определить 

функцию связи (или управления) y(x), обеспечивающей [17] 

( )[ ]∫ →=
max

0

0 extr

x

dxxyfI                                    (1) 

при условии наличия голономной связи в виде 

( )[ ]∫ ==ϕ
max

0

const,

x

CCdxxy                                 (2) 

при   

y(x)∈V.                                                   (3) 

Отметим, что индекс max везде в настоящей статье обозначает 

неизменную максимальную величину соответствующего показателя. 

Для решения задачи (1), (2) используется метод, аналогичный методу 

неопределенных множителей Лагранжа. Составляется функционал Ла-

гранжа: 

( )( ) ( )( )[ ][ ] ( )[ ]
,)(max,

,
maxmax

00

0

Vxy

dxxyLdxxyxyfF

xx

∈=

=λ=ϕλ+= ∫∫             (4) 

где λ – множитель Лагранжа. 

Согласно [17], доказано, что если функция y
0
(x) является решени-

ем задачи (1), (2), то найдется такое значение λ, при котором y
0
(x) 

обеспечивает безусловный экстремум функционала Лагранжа (4). 

Применительно к голономным системам примем следующее уп-

рощающее условие: 

( )( ) ( ) .
maxmax

0

0

0

0 Cdxxydxxy

xx

==ϕ ∫∫                              (5) 

С учетом выражений (1) и (5) функционал Лагранжа перепишем  

в следующем виде:  

( )[ ] ( ) .
maxmax

00

01 







λ+= ∫∫

xx

dxxydxxyfF                           (6) 
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Рассмотрим задачу обеспечения конкретного типа экстремума 

функционала F1. Согласно классическим рекомендациям, если функ-

ционал (1) при решении y
0
(x) достигает минимума, то для достижения 

максимума достаточно  исследовать функционал: 

( )[ ] ,
max

0

012 dxxYfCF

x

∫−=                                    (7) 

где const.1 =C   

Однако при этом одна и та же система вряд ли оптимальна как по 

F1, так и по F2. Следовательно, актуально найти такие возможности 

режима работы системы, когда один и тот же критерий оптимальности 

позволит решать задачу как на минимум, так и на максимум. 

Первую задачу исследования сформулируем следующим обра-

зом: следует определить, существует ли функция yg(x), инверсная  

к функции y(x), удовлетворяющей условию (5), которая может быть 

представлена в виде инверсии функции y
0
(x), т.е. 

( ) ( ),0

2 xyCxy g −=                                        (8) 

где const.2 =C  

Следующая теорема отвечает на вышеуказанный вопрос. 

Теорема 1: в оптимизационных задачах типа (6) в виде задачи Ла-

гранжа применительно к голономным системам функция связи (голо-

номности), являющаяся одновременно решением задачи оптимизации, 

имеет инверсную функцию в виде (8), также отвечающую условию (5). 

Доказательство: с учетом выражений (5) и (8) получим: 

( )( ) .
max

0

0

2 CdxxyC

x

=−∫                                       (8)   

Из (8) получим: 

( ) .
max

0

0

2 CdxxyxC

x

m =−⋅ ∫                                    (9) 

Из выражения (9) имеем: 

( )
.

max

0

0

2

m

x

x

dxxyC

C
∫+

=                                     (10) 
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С учетом (5) и (10) получим: 

( )
.

2
max

0

0

2

m

x

x

dxxy

C
∫

=                                       (11) 

Следовательно, искомая инверсная функция существует  

и имеет вид: 

( )
( )

( )xy
x

dxxy

xy
m

x

g

00

0
max

2

−=
∫

                               (12) 

или 

( ) ( ),0

3 xyCxy g −=                                        (13) 

где .
2

3

mx

C
C =

 
Таким образом, теорему 1 можно считать доказанной. Вторую 

исследуемую задачу сформулируем следующим образом: следует оп-

ределить возможность инверсного решения оптимизационной задачи 

Лагранжа с использованием линеаризированного критерия (функцио-

нала) оптимальности применительно к голономных системам в виде 

(6), при котором в отличие от исходного решения, обеспечивающего 

минимум (максимум) целевого функционала, достигается его макси-

мум (минимум). На этот вопрос отвечает следующая теорема: 

Теорема 2: в оптимизационных задачах типа (6) в виде задачи Ла-

гранжа применительно к голономным системам функция связи (голо-

номности), являющаяся одновременно решением задачи оптимизации, 

приводящая к минимуму (максимуму) функционала Лагранжа, может 
быть заменена на инверсную функцию связи, приводящую к максиму-

му (минимуму) этого функционала в том случае, если указанный 

функционал может быть линеаризован в отношении искомой функции.   

Доказательство: допустим, что решение y
0
(x) приводит функцио-

нал (6) к минимуму. В этом случае справедлива следующая запись: 

( )[ ] ( ) .
maxmax

0

0

0

0

01 







λ+= ∫∫

xx

dxxydxxyfF                       (14) 
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Осуществим замену y
0
(x) на функцию yg(x), определяемую по вы-

ражению (13). В этом случае выражение (14) может быть записано как 

( )[ ] ( ) .)(
maxmax

0

0

3

0

0

301 







−λ+−= ∫∫

xx

g dxxyCdxxyCfF             (15) 

По условию теоремы 2 f0 является линейной в отношении
 

( )[ ]xyC 0

3 − . Следовательно, выражение (15) может быть записано как 

( )[ ] ( ) ,)(
maxmax

0

0

3

0

0

1311 







−λ−⋅−⋅= ∫∫

xx

g dxxyCdxxydCdF        (16) 

где const.1 =d  

Из (16) получим: 

( ) ( ) .)(
maxmax

0

0

3

0

0

1311 







−λ−⋅−⋅= ∫∫

xx

mg dxxyCdxxydxCdF        17) 

Обозначив ,431 CxCd m =  выражение (17) перепишем как 

( ) ( ) .)(
0

0

3

0

0

141

max









−λ−⋅−= ∫∫

axmxx

g dxxyCdxxydCF            (18) 

Таким образом, замена функции связи y
0
(x), обеспечивающей ми-

нимум (максимум) целевого функционала, на дуальную функцию yg(x) 

позволяет решать задачу на максимум (минимум) функционала: 

( )dxxydCF

x

g

0

0

14

,

1

max

⋅−= ∫                          (19) 

Следовательно, дуальная функция yg(x) является решением зада-

чи (18) на максимум (минимум). 

Таким образом, теорема 2 доказана. 

3. Модельное исследование. Рассмотрим некоторую систему ат-

мосферных спектральных измерений в ограниченном интервале длин 

волн (0–λмах). Считаем, что осуществляются аэрозольные измерения  

и в интервале (0–λмах), где нет спектральных линий поглощения газов. 

Отметим, что рассматриваемый здесь пример может иметь прямое во-

енно-прикладное значение, имея в виду случай распространения про-

тивником зараженных аэрозолей. 
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С учетом вышеизложенного о пропускании атмосферы согласно 

закону Бугера–Бера вычислим по формуле 

)],(exp[ λ−= fT                                          (20) 

где )(λf  – оптическая толщина аэрозоля; λ – длина волны. При еди-

ничном входном сигнале из-за малости интервала (0–λмах) сигнал на 

выходе фотометрического измерителя определим как  

[ ] .)(exp
0

1 ∫
λ

λλ−=
vax

dfU                                     (21) 

Введем на рассмотрение мультипликативный показатель:  

),( iii f λ⋅λ=γ                                          (22) 

где ).;1( ni =  

В (22) λi является элементом множества 

},{ iλ=λ                                                 (23) 

где  

λi = λi–1 + ∆λ = const,                                     (24) 

где iγ можно назвать монохроматическим показателем чистоты атмосфе-

ры. Также рассмотрим интегральный полихроматический показатель  

.)(
max

0

∫
λ

λλ⋅λ=γ dfnn
                                       (25) 

Потребуем выполнения следующего ограничительного условия:  

const., 55 ==γ ССnn                                      (26) 

С учетом выражений (21), (22) и (26) составим функционал Ла-

гранжа: 

[ ] ,)()(exp
max max

0 0

1 ∫ ∫
λ λ












λλ⋅λγ+λλ−= dfdfF                  (27) 

где γ – множитель Лагранжа. 

Таким образом, следует определить такую оптимальную функцию 

),(λf  при которой F1 достигает экстремума. Согласно [17–20], решение 

f(λ)opt, приводящее F1 к экстремуму, должно удовлетворять условию: 

[ ] [ ]{ }
.0

)(

)()(exp =
λ

λ⋅λ⋅γ+λ−
df

ffd
                          (28) 
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Из (28) получим:  

[ ] .0)(exp =λ⋅γ+λ−− f                                    (29) 

Из (29) находим:  

.
1

ln)(
λ⋅γ

=λf                                            (30) 

Из выражений (26) и (30) получим:  

.
1

ln
max

0

5∫
λ

=
λ
λ

γ
⋅λ С

d
                                       (31) 

Из (31) находим:  

.)(ln)(ln
max max

0 0

Cdd −=







λλλ+λγ⋅λ− ∫ ∫

λ λ
                       (32) 

Из (32) имеем: 

,

))(ln(

ln

0

0

max

∫

∫
λ

λ

λλ

λλλ+−
=γ

m

d

dC

                                (33) 

.)

)(ln

(exp
0

0

0

max

γ
∫

∫
=



















λλ

λλ⋅λ+
−=γ λ

λ

axm

d

dC

                         (34) 

С учетом (29) и (34) получаем:  

.
1

ln)(

0
λ⋅

=λ
γ

f                                          (35) 

Очевидно, что при решении (35) целевой функционал (27) дости-

гает минимума, так как вторая производная интегранта в (27) по f(x) 

является положительной величиной. 

В соответствии с условием теоремы 2 покажем, что инверсное 

решение  

const,где),()(1 =λ−=λ AfAf                             (36) 

привело бы целевой функционал к максимуму. 
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При малых значениях f(λ) может быть представлен в линеаризо-

ванном виде, т.е. 

[ ] ).(1)(exp λ−≈λ− ff                                    (37) 

Целевой функционал (27) перепишем как 

.)())(1(
max max

0 0

2 ∫ ∫
λ λ












λλ⋅λγ+λλ−= dfdfF                       (38) 

Таким образом, следует показать, что решение  

)()(1 λ−=λ fAf                                         (39) 

является оптимальным и приводит целевой функционал  

к максимальному значению. 

Имеем: 

[ ]

.)()(
2

)(
2

)(

))(()(1

0 0

2
0 0

2

0 0

2

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

λ λ

λ λ

λ λ












λλ⋅λγ−λλ+λ⋅γ+λ⋅−

−λ=λλ⋅λ⋅γ−λ⋅γ+λλ+λ−λ=

=











λλ−γ+λλ+−=

m m

m m

m m

dfdf
A

A

df
A

dfA

dfAdfAF

m
m

m
m

mm           (40) 

Из (40) получаем:  

F2 = C2 – F1,                                             (41) 

где .
2

2

2 






 λ⋅γ
+λ= m

m AC  

Таким образом, инверсное решение (36) оптимизирует систему 

по целевому функционалу (41) и, следовательно, функционал F2 при 

решении (36) достигает максимума. 

Выводы. Свойство голономности различных информационных  

и мехатронных систем позволяет осуществить оптимизацию этих сис-
тем, приводя задачу оптимизации к виду задачи Лагранжа, где оптими-

зируемый функционал является суммой целевого интегрального функ-

ционала и интеграла функции голономной связи, умноженной на мно-

житель Лагранжа. Показано, что если искомая функция голономной 

связи, на которую наложено интегральное ограничение, обеспечивает 
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минимум (максимум) целевого функционала, то всегда существует та-
кая функция, дуальная к исходной функции связи, при которой обес-

печивается максимум (минимум) того же функционала. 
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