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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ВОЗДЕЙСТВИЯ ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА 

НА КОНСТРУКЦИЮ АВТОМОБИЛЬНОЙ ДОРОГИ 

Рассмотрены основные аспекты математического моделирования динамического воздейст-
вия двухосного транспортного средства на дорожное покрытие. Обоснована и построена расчет-
ная модель взаимодействия транспортного средства и дорожной конструкции. При построении 
математических моделей транспортного средства и профиля автомобильной дороги были приня-
ты следующие допущения: транспортное средство имеет симметричное расположение масс от-
носительно продольной оси; деформация рамы транспортного средства не учитывается; центр 
тяжести рамы и груза транспортного средства расположен в продольной плоскости; контакт ши-
ны с дорогой точечный; отрыв колеса от дороги отсутствует. Анализ теорий динамической ус-
тойчивости дорожных одежд позволил разработать собственную модель взаимодействия транс-
портного средства и поверхности дороги. Предложенная динамическая система транспортного 
средства имеет семь степеней свободы. Были использованы математические преобразования 
Лагранжа второго рода и диссипативная функция Релея. Полученные уравнения показывают 
связанность колебаний подрессоренной и неподрессоренной масс транспортного средства при 
его движении по дороге с текущей высотой ординат микропрофиля автомобильной дороги. Ко-
лебания подрессоренной массы будут сопровождаться колебаниями неподрессоренной массы, 
и наоборот. Были получены динамические контактные усилия на дорогу в зависимости от жест-
кости шины и ее радиальной деформации, определяемой как разность высот неровностей дороги 
и перемещения оси колеса транспортного средства по нормали к плоскости дороги. Представлена 
математическая модель взаимодействия транспортного средства и профиля дороги, позволяющая 
рассчитывать динамические нагрузки на дорожное покрытие. 
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Увеличение скорости движения транспортных средств приводит к 
возрастанию динамических нагрузок на элементы дорожной одежды ав-
томобильных дорог. Сопутствующие этому шум и вибрация дополни-
тельно оказывают негативное воздействие на человека и объекты окру-
жающей среды. Федеральный закон «О техническом регулировании» 
№ 184-ФЗ требует совершенствования номенклатуры показателей, ис-
пользуемых при оценке качества дорожного строительства и условий экс-
плуатации автомобильных дорог. При их эксплуатации требуется обеспе-
чить эффективную диагностику состояния дорожной одежды с использо-
ванием прогнозных моделей, которые позволили бы не только показать 
существующее состояние, но и производить оценку остаточного ресурса 
на заданный промежуток времени с учетом возрастающей нагрузки, фор-
мируемой при появлении элементов разрушения дорожной одежды. При 
проектировании дорожной одежды используют нагрузки транспортного 
средства на ось или на колесо, которые формируют статическое давление 
колеса в виде нормали к поверхности дорожного покрытия. Однако при 
движении транспорта дополнительно возникают касательные и верти-
кальные воздействия на конструкцию дороги, которые имеют динамиче-
ский характер. По мере накопления неровностей на поверхности дорож-
ной одежды, при изменении профиля дороги происходит увеличение ди-
намических нагрузок при одной и той же массе транспортных средств и 
их интенсивности. В настоящее время в нормативных документах, в част-
ности в отраслевых методических рекомендациях ОДМ 218.2.020–2012, 
регламентирующих проектирование и ремонт дорожных одежд, увеличение 
нагрузки оценивается с использованием коэффициента прироста интенсив-
ности движения транспортных средств. При этом рост динамического воз-
действия транспортных средств при появлении элементов разрушения до-
рожной одежды не учитывается, что формирует занижение расчетной (про-
ектной) величины прочности конструктивных элементов автомобильной 
дороги. В этой связи поиск научно обоснованных решений, позволяющих 
осуществить точный расчет прочности конструкции автомобильных дорог, 
а также контроль параметров технического состояния дорожных одежд в 
период их эксплуатации с учетом изменения динамических нагрузок от 
транспортных средств, является актуальной задачей. 

Из смежных областей науки и техники известно, что математическое 
моделирование позволяет решать задачи разного уровня, связанные с ди-
намическим взаимодействием объектов разной природы. Представляя 
взаимодействие транспортного средства и дорожной одежды в качестве 
взаимодействия математически описанных систем, возможно создать ин-
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струмент для проектирования автомобильных дорог, оценки остаточного 
ресурса дорожной одежды, а также произвести расчет причиненного 
ущерба при проезде транспорта. 

Решением данного вопроса занимались ученые России и зарубежных 
стран [1–5]. Значительный вклад в развитие теории динамической устой-
чивости дорожных одежд внесли С.К. Илиополов и Е.В. Углова [6–9]. Ав-
торами показано влияние неровностей дорожной одежды на формирова-
ние повышенного динамического воздействия. 

Значительный вклад в развитие теории колебания транспортных 
средств внесли Р.В. Ротенберг, И.Н. Успенский, А.А. Мельников. Авторы 
разработали основные принципы расчета подвески и амортизаторов 
транспортного средства на основе плоской модели на нескольких опорах 
различной жесткости [10–12]. 

В трудах А.А. Хачатурова дан анализ колебаний элементов транс-
портного средства на основе теории колебания плоских систем (одномас-
совых и двухмассовых) [13–14]. 

Согласно определению коэффициентом динамичности нагрузки на-
зывают отношение напряжения (деформации), вызванного динамическим 
действием нагрузки, к напряжению (деформации), вызванному статиче-
ским действием той же нагрузки [15–16]. 

При построении модели был сделан ряд допущений. Транспортное 
средство является системой, имеющей распределенную массу, которая 
состоит из подрессоренной части и неподрессоренной. В процессе 
движения указанные массы совершают вертикальные и сложные про-
дольные и поперечные колебания на нескольких упругих опорах, в за-
висимости от количества осей транспортного средства и конструкции 
ее подвески.  

Колебания подрессоренных и неподрессоренных частей вызывают 
изменение осевых нагрузок на дорожное покрытие. Основной вклад в 
вибронагруженность несущей конструкции транспортного средства вно-
сят низкочастотные вертикальные и продольно-угловые колебания [17].  

Характер изменения осевых нагрузок во времени в дорожных усло-
виях определяется частотным спектром (собственными частотами и фор-
мами колебаний) и параметрами дорожного профиля. Для оценки взаимо-
действия транспортного средства и дорожной одежды была разработана 
расчетная модель, включающая в себя математическую модель транс-
портного средства и модель поверхности дорожной одежды. 

При составлении модели транспортного средства расчетная модель 
включает в себя опорные i-элементы (где i = 1…2n, n – число осей). Демпфи-
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рование в шинах в связи с его малым значением не учитывается. Масса под-
рессоренных частей Mп включает в себя массу перевозимого груза. 

Для расчетной модели был принят ряд допущений: транспортное сред-
ство имеет симметричное расположение масс относительно продольной оси; 
деформация рамы транспортного средства не учитывается; центр тяжести 
(ЦТ) рамы транспортного средства расположен в продольной плоскости; ЦТ 
равномерно распределенного груза соответствует его геометрическому ЦТ; 
центр масс осей транспортного средства движется строго вертикально, мо-
менты инерции относительно осей вращения колес равны нулю; контакт ши-
ны с дорогой точечный; отрыв колеса от дороги отсутствует; параметры же-
сткостей подвесок и радиальные жесткости шин линеаризуются. 

Рассматриваемая динамическая система транспортного средства име-
ет семь степеней свободы: 

 подрессоренная часть транспортного средства: 
 первая степень свободы – вертикальное движение кузова на рессо-

рах вместе с центром масс; 
 вторая степень свободы – продольно-угловые колебания; 
 третья степень свободы – поперечно-угловые колебания кузова; 
 неподрессоренные части транспортного средства: 
 четыре степени свободы – вертикальные колебания осей и колес в 

сборе. 
Учитывая принятое допущение о симметричности транспортного 

средства относительно продольной оси, колебания в продольной и в попе-
речной плоскости рассматривали независимо друг от друга.  

Более того, профиль дорожного покрытия на левой и правой полосе 
наката допускается принимать одинаковым, что исключает возможность 
поперечных колебаний автомобиля и позволяет перейти от пространст-
венной расчетной модели транспортного средства к плоской с четырьмя 
степенями свободы (рисунок). 

Применительно к данной расчетной модели транспортного средства 
приняты следующие обозначения:  

 mп – подрессоренная масса транспортного средства; 
  mн1, mн2 – неподрессоренные массы мостов; 
 ср1, ср2 – коэффициенты жесткости подвески; 
 k1, k2 – коэффициенты демпфирования подвески; 
 cш1, cш2 – радиальная жесткость шин; 
 a – расстояние от первой оси до ЦТ (точка 0); 
 b – расстояние от второй оси до ЦТ (точка 0). 
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Рис. Расчетная модель взаимодействия транспортного средства 
и дорожной одежды с четырьмя степенями свободы 

Рассматриваемая динамическая система имеет четыре степени свободы: 
 подрессоренная масса mп имеет две степени свободы: колебания в 

вертикальной плоскости – перемещение z и вращение вокруг поперечной 
оси OY – поворот α; 

 неподрессоренные массы мостов mн1, mн2 имеют степень свободы 
по дополнительной координате ζк1, ζк2, 

Введем коэффициент распределения подрессоренных масс 

2

,y
y a b


 


 

где ρy – радиус инерции подрессоренной массы относительно поперечной 
оси OY. 

При условии εу ≈ 1, когда взаимное влияние подрессоренных масс не-
существенно, представленную на рисунке систему можно разбить на две 
независимые системы с двумя степенями свободы каждая. Линейная по-
становка задачи позволяет получить относительно простое аналитическое 
решение задачи с применением обыкновенных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим колебания системы без учета демпфирующей способности 
шины, отсчитывая координаты z и ξ от положения статического равновесия 
соответственно подрессоренной mп и неподрессоренной mн масс, а координа-
ту q от среднего значения неровностей микропрофиля поверхности дороги. 

Если воспользоваться уравнениями Лагранжа второго рода, то для 
рассматриваемой системы имеем 



Проектирование и строительство дорог 

39 

П
( )

k k k k

d T T R

dt q q q q

   
   
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 (k = 1, 2, …, N), 

где N – число степеней свободы динамической системы; Т – кинетическая 
энергия системы; П – потенциальная энергия системы; R – диссипативная 
функция Релея; qk – обобщенная координата. 

В нашем случае N = 2, q1 = ξ, q2 = z. Кинетическая энергия, потенци-
альная энергия и диссипативная функция Релея определяются как 

 2 2
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Дифференцируя уравнения (1)–(3) по обобщенным координатам и 
подставляя значения полученных производных в исходные уравнения Ла-
гранжа, получаем дифференциальные уравнения рассматриваемой дина-
мической системы: 

 
п

н ш ш

( ζ) ( ζ) 0,
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р

р

m z k z c z

m k z c z c c q

     


     

 
  

 (4) 

Уравнения (4) показывают связанность колебаний подрессоренной и 
неподрессоренной масс при движении автомобиля по дороге с текущей 
высотой ординат микропрофиля автомобильной дороги q, т.е. колебания 
подрессоренной массы будут сопровождаться колебаниями неподрессо-
ренной массы, и наоборот. 

Математическое описание продольного профиля дороги q(x) при под-
становке ее в правую часть уравнения, описывающего колебания непод-
рессоренной части транспортного средства в системе (4), позволяет опре-
делить величины ускорений z и  , скоростей z  и   и перемещений z и 

во временной области. 
Для построения математической модели также воспользуемся урав-

нениями Лагранжа второго рода и диссипативной функцией Релея: полу-
чаем систему дифференциальных уравнений вынужденных колебаний 
транспортного средства: 
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  (5) 

Полученные уравнения описывают вынужденные колебания транс-
портного средства при движении по дорожному покрытию и доказывают 
связанность всех колебаний. 

Если возбудить вертикальные колебания подрессоренной массы, то 
возникнут продольно-угловые колебания и колебания неподрессоренных 
масс. Третье и четвертое уравнения системы (5) наглядно показывают, что 
кинематическое воздействие микропрофиля дороги q(x) не только возбу-
ждает колебания неподрессоренных масс, но и вызывает вертикальные и 
продольно-угловые колебания подрессоренной массы.  

Результаты моделирования динамического поведения транспортного 
средства существенно зависят от точности математического описания 
продольного профиля дорожного покрытия. В первом приближении пред-
ставим неровности дороги в синусоидальном виде (как правило, горизон-
тальные участки). Тогда текущая координата профиля дороги, в которой 
происходит контакт колеса с дорогой, имеет вид 

 0

2
( ) 1 cos

x
q x q

l

        
,  ; ,x     

где q0 – амплитуда волны неровностей дороги; х – абсцисса точки с верти-
кальной координатой q; l – длина волны дорожной неровности. 

Моделирование единичной неровности c длиной волны l, располо-
женной посередине наблюдаемого участка длиной L, можно представить в 
синусоидальном виде: 

 0

2
( ) 1 cos ,

x
q x q

l

        
 ; .

2 2

L l L l
x

    
  

При движении транспортного средства вертикальные воздействия от 
колес на дорожную конструкцию имеют динамический характер и пере-
менны по величине и направлению. Динамические контактные усилия на 
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дорогу зависят от жесткости шины cш и ее радиальной деформации, опре-
деляемой как разность высот неровностей дороги q и перемещения оси k  

колеса по нормали к плоскости дороги: 

 ш ( ).k kN c q     (6) 

С другой стороны, от транспортного средства на ось с колесом дейст-
вует сила, обусловленная разностью ускорений z  и k

  подрессоренной 

mп и неподрессоренной mн масс: 

 п н .k kN m z m      (7) 

Собственно, уравнения (6) или (7) позволяют определить динамиче-
ские осевые нагрузки в виде временных рядов Nk(t). 

Математическое моделирование динамического воздействия транс-
портного средства на дорожное покрытие позволяет рассчитывать дина-
мические нагрузки на конструктивные слои автомобильной дороги. Полу-
чены закономерности колебаний двухосного транспортного средства 
применительно к различным типам дорожных покрытий.  
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V. Malyshev, K. Pugin, R. Shaihov 

MATHEMATICAL MODELING OF THE INFLUENCE 

OF A VEHICLE ON THE CONSTRUCTION OF A MOTORROAD 

The main aspects of mathematical modeling of the dynamic impact of a biaxial vehicle on the 
road surface are examined. A calculation model of the interaction of the vehicle and the road structure 
is substantiated and developed. When developing mathematical models of the vehicle and the profile 
of the road, the following assumptions were made: the vehicle has a symmetrical arrangement of 
masses relative to the longitudinal axis; deformations of the vehicle frame are not taken into account; 
the center of gravity of the frame and load of the vehicle is located in the longitudinal plane; tire 
contact with the road is point; there is no separation of the wheel from the road. Analysis of the 
theories of the dynamic stability of pavements made it possible to develop an own model of the 
interaction of a vehicle and road surface. The proposed dynamic vehicle system has seven degrees of 
freedom. Mathematical Lagrange transformations of the second kind and the Rayleigh dissipative 
function were used. The obtained equations show the connectedness of the oscillations of the sprung 
and unsprung masses of the vehicle during its movement along the road with the current ordinate 
height of the microprofile of the road. Fluctuations in the sprung mass will be accompanied with 
fluctuations of the unsprung mass and vice versa. Dynamic contact forces on the road were obtained, 
depending on the stiffness of the tire and its radial deformation, defined as the difference between the 
heights of the roughness of the road and the displacement of the axis of the vehicle’s wheel normal to 
the road plane. A mathematical model of the interaction between the vehicle and the road profile is 
presented, which allows calculating the dynamic loads on the road surface. 

Keywords: motorroad, mathematical modeling, dynamic impact, calculation model, longitudi-
nal profile. 
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