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К ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ ЧИСЛЕННОСТЬЮ  

НЕКОММЕРЧЕСКИХ ОРГАНИЗАЦИЙ В РОССИИ 

На базе математических методов системного анализа построена качественная теория ди-
намики изменения численности людей в сфере, охваченной деятельностью некоммерческих 
организаций (НКО) в Российской Федерации. Представлены дифференциальные уравнения для 
относительной скорости роста численности людей в сфере НКО. Рассмотрены две группы де-
терминированных дифференциальных уравнений динамики изменения общей численности лю-
дей в НКО: обыкновенные дифференциальные уравнения, в которых относительная скорость 
роста является функцией числа людей, не охваченной сферой НКО, и уравнения, где относи-
тельная скорость – функция времени. Решение дифференциального уравнения первой группы 
приводит к аналитической зависимости для относительного прироста людей в сфере НКО, по-
зволяющей предсказать временной поведение переменной, а также теоретически обосновать 
выбор функциональной зависимости относительной скорости роста численности людей, при по-
лучении и анализе уравнений второй группы. В уравнениях второй группы вида 
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t t  рост общей численности людей, охваченной сферой 

НКО, нормирован величиной tm – временем, начиная с которого увеличение числа людей в НКО 
прекращается. При >>mt t  это уравнение переходит в уравнение экспоненциального типа. Точ-

ное решение данного уравнения имеет вид типа гауссовской кривой нормального распределе-
ния. Применимость уравнения для описания динамики роста общей численности людей в сфере 
НКО указывает на то, что эволюцию социально-экономической системы можно рассматривать 
как ее переход из менее вероятного состояния в более вероятное по гауссовской кривой нор-
мального распределения. Таким образом, разработанный нами теоретический подход позволяет 
подойти к количественному описанию динамики социально-экономической системы с позиций 
теории случайных процессов. Результаты теоретического анализа могут быть использованы при 
построении имитационной модели динамики изменения численности НКО, с целью последующе-
го изучения влияния деятельности НКО на изменение экспериментально измеряемых показате-
лей качества жизни народонаселения. 
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обратная связь, процессы регуляции и оптимального управления. 
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Введение. На стадии становления и развития социально ориентирован-
ного общества особое значение имеет деятельность некоммерческих органи-
заций (НКО) как поставщика социально значимых услуг. В настоящее время 
упрощена процедура получения статуса социально ориентированной неком-
мерческой организации (СОНКО). Известно, что если НКО имеет статус со-
циально ориентированной, то такие организации имеют возможность полу-
чения финансирования не только за счет президентских грантов, но и за счет 
поддержки от федеральных органов исполнительной власти. Однако многие 
руководители социально ориентированных НКО отмечают, что на эффектив-
ность их деятельности влияют как внутренние, так и внешние условия. 
К числу внешних условий они относят, в основном, слабо развитую государ-
ственную систему поддержки НКО, динамично изменяющееся законодатель-
ство и т.п. Нами предлагается в совокупности с этими внешними факторами 
рассматривать численность самих СОНКО, так как от численности постав-
щиков социально значимых услуг во многом зависит качество жизни населе-
ния. В связи с этим целесообразно рассмотреть динамику изменения числен-
ности СОНКО, с учетом процессов регуляции и управления, происходящих 
в социально-экономической системе. 

Обобщенная математическая модель изменения динамики числен-
ности НКО. С использованием допущений работы [1] рассмотрим обобщен-
ную математическую модель динамики изменения численности некоммерче-
ских организаций (НКО) во времени, описываемую дифференциальным 
уравнением следующего вида [2, 3]: 

 1 2 3 4 ,
d

dt

Θ = ω + ω − ω + ω  (1) 

здесь Θ −  общая численность НКО; 1ω  – скорость непосредственного на-

чального образования НКО, так называемых «активных центров»; 2ω  – ско-

рость процесса увеличения численности НКО; 3ω  – скорость процесса исчез-

новения (ликвидации) НКО; 4ω  – скорость процесса взаимодействия от-

дельных НКО, приводящего к ускорению или замедлению роста их общей 
численности (положительная или отрицательная обратная связь (ОС)). 

В первом приближении 1ω  можно рассматривать в качестве величины 

постоянной, а скорости 2ω  и 3ω  считать пропорциональными общей чис-

ленности :Θ  

 1 0 ;ω ≈ ω  2 2 ;k+ω = ⋅ Θ  3 3 ,k−ω = ⋅ Θ  (2) 

где 2k+ , 3k−  – коэффициенты интенсивности протекающих процессов, зави-

сящие от внешних и внутренних факторов. 
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Скорость процесса взаимодействия отдельных НКО будем описывать 
выражением, которое применяется в нелинейной динамике при математиче-
ском моделировании экологических и экономических систем с сильно поло-
жительной обратной связью [3–11]: 

 4 ,nω = β ⋅ Θ  1,n >  (3) 

где β  – коэффициент интенсивности процесса. 

Отметим, что при 0β =  процессы сопряжения между отдельными НКО 

отсутствуют, и они не оказывают взаимного влияния друг на друга. При 0β >  

имеет место положительное «взаимодействие» НКО (положительная ОС, 
приводящая к ускорению процесса роста Θ ), а при 0β <  происходит конку-

ренция между НКО, замедляющая процесс накопления Θ  [11]. 
С учетом выражений (2) и (3) дифференциальное уравнение для времен-

ной эволюции Θ  (1) примет вид 

 { }( )0 ,nd
f

dt

Θ = ω + δ ⋅ Θ + β ⋅ Θ = Θ  (4) 

где 

2 3.k k+ −δ ≡ −  

Перейдем теперь к теоретическому анализу трех важных частных случа-
ев протекания процессов в рассматриваемой социально-экономической сис-
теме: 

I. 0β =  (НКО не взаимодействуют). Тогда вместо (4) получим 

 0 .
d

dt

Θ ≈ ω + δ ⋅ Θ  (5) 

Разделим переменные и интегрируем от t = 0 до t: 

 

0
0 0

,
t

d
dt

Θ

Θ

Θ =
ω + δ ⋅ Θ   (6) 

здесь 0Θ  – начальная численность «активных центров». 

Интегралы, входящие в уравнение (5), являются табличными [12], по-
этому можно записать 

 ( )0 0

0 0 0 0

ln exp .t t
ω + δ⋅Θ ω + δ ⋅Θ

= δ ⋅  = δ ⋅
ω + δ⋅Θ ω + δ ⋅Θ

 (7) 

Начальная численность НКО 0Θ  есть величина весьма малая, поэтому 



А.А. Лунегова, А.В. Болотин, Д.Г. Васькин, Д.Н. Овсянникова 

 

 259 

0 0 0ω + δ ⋅ Θ ≈ ω  

и  

0 0

0 0 0 0

1 .
ω + δ ⋅Θ ω + δ ⋅Θ δ ⋅Θ≈ ≈ +
ω + δ ⋅Θ ω ω

 

Тогда выражение (7) упрощается: 

 

( )

( ) ( )

0

0

1 exp

               

exp 1 .

t

t t

δ ⋅ Θ+ = δ ⋅ 
ω


ω

Θ =  δ ⋅ −  δ

 (8) 

Отметим, что временная зависимость для численности НКО совпадает с 
переходной характеристикой неустойчивого звена первого порядка [13]. 

В этом очень легко убедиться, если воспользоваться обозначениями, 
принятыми в теории автоматического управления [13]: 

( ) ( );h t t= Θ  0 ;K = ω δ  1 .T = δ  

Уравнение для временной эволюции НКО в этих обозначениях запишет-
ся так: 

 ( ) 1 .
t

Th t K e
 
 = −
 
 

 (9) 

С течением времени ( )h t  неограниченно возрастает, что указывает на 

неустойчивость звена [13]. 
Выражение (8) позволяет предсказать возможные варианты изменения 

общей численности НКО во времени в зависимости от соотношений 2k+  

и 3k− : 

1. 2k+  > 3k−  и 0.δ >  Скорость возникновения НКО больше скорости их 

ликвидации и общая численность Θ  возрастает во времени. Это видно и из 
выражения (8): при 1δ >  и росте t численность НКО будет увеличиваться 
экспоненциально. 

2. 2k+  = 3k−  и 0.δ =  Выражение (8) дает неопределенность, которую 

можно раскрыть путем разложения экспоненты в ряд Маклорена [14]: 

21
1 ...

2
te t tδ⋅ = + δ ⋅ + δ ⋅ +  
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Ограничившись первыми членами разложения, получим приближенно: 

 ( ) 0 ,t tΘ ≈ ω ⋅  (10) 

т.е. общая численность НКО линейно возрастает во времени, а сам процесс не 
носит «взрывного» характера. 

3. 2k+  < 3k−  и 0.δ <  Очевидно, что при таком соотношении интенсивно-

стей ключевых процессов, общая численность НКО будет стремиться к не-
большой постоянной величине, всецело определяемой соотношением 0ω   

и δ ; при ,t → ∞  ( )exp 0,tδ ⋅ →  а ( ) 0 .t
ω

Θ =
δ

 

Вычисление скорости приближения социально-экономической системы 
к стационарному состоянию показывает, что в его окрестности временная 
зависимость Θ  удовлетворяет аналитическому выражению, которое соответ-
ствует инерционному звену [1]: 

 ( ) ( ) ( ){ }11 exp ,stt tΘ = Θ − −α  (11) 

где ( )stΘ −  стационарное значение численности НКО при t → ∞  [13, 15]. 
Таким образом, изменение Θ  в зависимости от соотношения между ко-

эффициентами интенсивности протекающих процессов может описываться 
двумя различными законами. При 2 3 0k k+ −δ ≡ − <  в соответствии с (11) уста-

навливается стационарное значение численности ( )stΘ  и процесс протекает с 
постоянной скоростью. При 2 3 0k k+ −δ ≡ − >  в соответствии с (8) Θ  накапли-

вается по экспоненциальному закону, скорость процесса также возрастает 
экспоненциально и происходит возникновение динамической неустойчиво-
сти социально-экономической системы. 

Переход от условия 32 −+ < kk  к условию 32 −+ > kk  может произойти 

при незначительном изменении одного из параметров. В этом случае незна-
чительное изменение этого параметра приведет от медленного квазистацио-
нарного процесса к быстрому «взрывному» и наоборот. Явления, состоящие в 
резком изменении динамики процесса при незначительном изменении усло-
вий его протекания, получили в химической кинетике название предельных 
или критических явлений [16]. 

II. 0,β >  2.n =  Тогда вместо (4) будем иметь 

 2
0 .

d

dt

Θ ≈ ω + δ ⋅ Θ + β ⋅ Θ  (12) 
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Наличие слагаемого 2β ⋅ Θ  свидетельствует о том, что имеет место по-

ложительное «взаимодействие» отдельных НКО, т.е. положительная обратная 
связь. 

Подчеркнем, что математическая модель динамики изменения общей 
численности НКО вида (12) формально аналогична основному уравнению 
теории цепных реакций при положительном квадратичном разветвлении це-
пей («квадратичный автокатализ») [17, 18]. 

Динамическая неустойчивость социально-экономической системы (цеп-
ное воспламенение в теории разветвленных цепных реакций) возникает, если 

0
d

dt

Θ > −  квадратичный трехчлен в правой части (12) положителен. Это воз-

можно не только, когда 2 3k k+ −> , как в случае 0,β =  но и при 2 3k k+ −< ; если 

0ω  мало, то в начальный момент времени Θ  практически не изменяется и 

социально-экономическая система устойчива! Возникновение динамической 
неустойчивости возможно, если Θ  превзойдет определенное критическое 
значение:  

( )2
кр 3 2 3 2 04 2 .k k k k− + − +

 Θ = − + − − βω β  
 

III. 0 0,ω ≈  0β <  и 2n =  (случай конкуренции между НКО): 

  2.
d

dt

Θ ≈ δ ⋅ Θ − β ⋅ Θ  (13) 

Интегрирование уравнения (13) приводит к аналитическому выражению 
вида [2, 3, 10]: 

  ( )

0

.
1

t

t

e
t

e

δ

δ
Θ = β β− +

Θ δ δ

 (14) 

При малых временных интервалах очевидно, что 

0

1
,teδβ β>> +

Θ δ δ
 

и мы приходим к экспоненциальному закону накопления Θ : 

( ) 0 .tt eδΘ ≈ Θ  

При t → ∞  teδ → ∞  и 
0

1
,teδβ β− <<

Θ δ δ
 поэтому 
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( ) max .tΘ → δ β → Θ  

Другими словами, это означает, что нарастание негативных тенденций в 
виде конкуренции способствуют стабилизации социально-экономической 
системы и стремлению ее к устойчивому стационарному состоянию! 

Таким образом, возникает необходимость математического моделирова-
ния условий, при которых в социально-экономической системе реализуется 
динамическая неустойчивость, равно как и задача управления [19–23] дина-
микой изменения Θ , наблюдаемые формы колебательного поведения кото-
рой, как это было нами ранее показано [24], могут служить «индикаторной 
реакцией» потери устойчивости социально-экономической системы – крите-
рием ее близости к опасным (бифуркационным) границам. 

Базовая математическая модель управления оптимальной численно-
стью НКО. Представим связь между ключевыми процессами, протекающи-
ми в моделируемой социально-экономической системе, посредством парал-
лельного соединения типовых динамических звеньев (ТДЗ) [13, 25, 26] 
(рис. 1).  

 

Рис. 1. Блок-схема государственного регулирования ( )tΘ  

 
Математически временная эволюция проходящего через ТДЗ сигнала 

описывается в классической теории автоматического управления линейным 
неоднородным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициен-
тами не выше второго порядка [13]: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 1 0 2 1 02 2
,

d y t dy t d x t dx t
a a a y t b b b x t

dt dtdt dt
+ + = + +  (15) 

где x(t) – входная величина; y(t) – выходная величина; 2 1 0 2 1 0, , , , ,a a a b b b  – по-

стоянные коэффициенты. 

Звено В 

Звено А 

Звено С 

χ 

θ 

η Θ
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Динамика изменения ( )tΘ  вблизи стационарного состояния социально-

экономической системы (звено А) может быть представлена дифференциаль-
ным уравнением статического звена первого порядка (или инерционного, 
устойчивого, апериодического) [13, 25, 26], которому соответствует переход-
ная характеристика вида (11) [1, 24]: 

 
( ) ( ) ( ) ,

d t
T t t

dt

Θ
+ Θ = η  (16) 

где T – постоянная времени статического звена первого порядка; ( )tΘ  – вы-

ходное воздействие; ( )tη  – входное внешнее (управляющее) воздействие. 

Таким образом, ( )tΘ  будет меняться во времени в зависимости от ха-

рактера внешних управляющих воздействий со стороны государства, оказы-
вающего поддержку деятельности НКО, в виде двух положительных ОС: 

 ( ) ( ) ( ).t t tη = χ + ϑ  (17) 

Первая ОС (звено В) описывается статическим звеном нулевого порядка 
(или безынерционным, усилительным, пропорциональным [13], в экономи-
ке – мультипликатором Кейнса [25, 26]) и реализует поддержку извне в зави-

симости от текущего значения ( )tΘ : 

 ( ) ( ) ,t K tχ = ⋅ Θ  (18) 

где K – статический коэффициент усиления, или коэффициент передачи звена. 
Для описания второй ОС (звено С) воспользуемся математической моде-

лью реального дифференцирующего звена [13]: 

 
( ) ( ) ( )

,d

d t d t
t T

dt dt

ϑ Θ
τ + ϑ = ⋅  (19) 

здесь Td – постоянная времени дифференцирования (мощность акселератора 

в экономике) [13, 25, 26]. 

Известно, что дифференцирующие звенья часто используются в систе-
мах автоматического управления (САУ) как устройства, корректирующие 
динамические свойства системы, чтобы повысить качество управления [13]. 
Совместное же действие мультипликатора и акселератора порождают непре-
рывный и прогрессирующий рост выпуска продукции и/или дохода, поэтому 
указанные ТДЗ наиболее часто используются в практических приложениях 
математических методов экономики [25, 26]. 
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Легко убедиться, что математические модели ТДЗ (16), (18) и (19) могут 
быть получены из дифференциального уравнения (16) при равенстве нулю 
соответствующих коэффициентов. В математической экономике уравнение 
вида (19) получается искусственно с использованием дифференциального 

уравнения идеального дифференцирующего звена вида ( ) ( )
d

d t
t T

dt

Θ
ϑ = ⋅  (ли-

нейного акселератора) путем введения в рассмотрение дополнительного 
инерционного звена [26]. 

Комбинируем уравнения (16)–(18) и решаем относительно ( )tϑ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
d t d t

T t K t t t T t
dt dt

Θ Θ
+ Θ = ⋅ Θ + ϑ  ϑ = + σ ⋅ Θ  

получим систему двух линейных дифференциальных уравнений: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

;

.d

d t
t T t

dt
d t d t

t T
dt dt

Θ
ϑ = ⋅ + σ ⋅ Θ 


ϑ Θ τ + ϑ = ⋅ 

 (20) 

В первом уравнении системы (20) 1 Kσ = −  можно интерпретировать 
как предельную склонность социально-экономической системы к насыщению 
НКО («сродство» к НКО). 

Дифференцируя первое уравнение (20) по времени 

( ) ( ) ( )2

2

d t d t d t
T

dt dtdt

ϑ Θ Θ
= ⋅ + σ  

и подставляя его во второе уравнение системы (20) с использованием выра-

жения ( )tϑ  из первого, приходим к дифференциальному уравнению второго 

порядка, для временной эволюции переменной ( )tΘ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 d

d t d t d t d t
T T t T

dt dt dtdt

 Θ Θ Θ Θ
τ + σ ⋅ + + σ ⋅Θ = 
  

 

  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0d

d t d t
T T T t

dtdt

Θ Θ
τ + τσ + − + σ ⋅ Θ =  

  
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( ) ( ) ( )

2

2
0,

d t d t
t

dtdt

Θ Θ
+ Α + Β ⋅ Θ =  (21) 

где использованы такие обозначения 

 
( )

;dT T

T

τσ + −
Α =

τ
 .

T

σΒ =
τ

 (22) 

Системе (21) отвечает характеристическое уравнение [27] 

 2 0,Ρ + Α ⋅ Ρ + Β ⋅ Ρ =  (23) 

корни которого 

 
2

1,2
4

.
2

−Α ± Α − ΒΡ =  (24) 

По виду корней (24) характеристического уравнения (23) можно судить 
об устойчивости изучаемой социально-экономической системы при малых 
отклонениях от стационарного состояния. В зависимости от соотношения 
параметров Α  и Β , определяющих структуру уравнения (21), возможны сле-
дующие частные случаи [27]: 

I. 2 4Α > Β  – корни вещественные и различные. 

II. 2 4Α = Β  – корни вещественные и равные. 

III. 2 4Α < Β  – корни комплексно сопряженные. 
• если корни характеристического уравнения (23) действительные, то 

динамика ( )tΘ  монотонная экспоненциального вида; 

• если корни комплексные сопряженные, то движение колебательное 
с затухающей, постоянной или растущей амплитудой. 

При удовлетворении неравенства 

 2 4Α < Β     ( )2
4dT T Tτσ + − < στ  (25) 

динамика системы будет колебательной. 
Проведем качественный анализ динамического поведения социально-

экономической системы с активно действующими НКО, используя следую-
щие типичные значения параметров [27, 28]: 0,25;Tσ = =  1;τ =  0,25.dT =  

Подстановка численных значений параметров показывает, что неравен-
ство (25) удовлетворяется тождественно и динамика анализируемой системы 
будет проявлять колебательный характер. 

Корни характеристического уравнения (23) – комплексные сопряженные 
числа [27]: 
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2

1,2
4

,
2

i
−Α ± Β − ΑΡ = = α ± ω  

здесь 

1
,

2
α = Α  21

4 .
2

ω = Β − Α  

В нашем случае очевидно, что 0,2;α = −  0,98ω =  и 

1,2 0,2 0,98.iΡ = − ±  

Таким образом, согласно классификации Аллена [27], решение уравне-
ния (21) описывает колебательное движение «взрывного» типа, что наглядно 
иллюстрирует фазовая плоскость переменных «количество правонарушений – 
численность НКО» (рис. 2). 

 

Рис. 2. Качественная зависимость количества НКО и правонарушений  
по Пермскому краю (составлено авторами по данным Роскомстата) 

 
Полученные кривые ясно свидетельствуют о колебательном поведе-

нии ,Θ  предсказанной математической моделью (21), равно как и связанных 

с этой переменной показателей качества жизни народонаселения.  
Если же в экономике мощность акселератора увеличивается, то форма 

процесса ( )tΘ  может претерпеть кардинальные изменения. Пусть теперь па-

раметры модели (21) принимают такие значения: 0,25;Tσ = =  1;τ =  1,3.dT =  

Подстановка указанных значений в (24) показывает, что неравенство более не 
выполняется! Проводя аналогичные расчеты, можно показать, что корни ха-
рактеристического уравнения (23) – действительные: 
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1,2 ;Ρ = α ± ω  1,6;α = −  1,25;ω =  

1 0,35;Ρ = −  2 2,85.Ρ = −  

В силу этого процесс временной эволюции ( )tΘ  будет отражать функ-

ция вида [27]: 

 ( ) 0,35 2,85
1 2 .t tt A e A e− −Θ = ⋅ + ⋅   

Другими словами, это означает, что временная динамика общей ( )tΘ  

будет быстро затухать по простому экспоненциальному закону.  
Выводы: 
1. Получено общее дифференциальное уравнение временной эволюции 

Θ , описывающее управляющее воздействие со стороны государства, посред-
ством совместного использования двух положительных ОС. 

2. Социально-экономическая система с эффективно работающими НКО, 
общая численность которых регулируется с использованием ТДЗ – мульти-
пликатора и акселератора, при типичных значениях параметров [27, 28], про-
являет динамику, характерную для классической автоколебательной системы. 

3. Возникновение автоколебательного режима весьма благоприятно для 
социально-экономической системы, поскольку незатухающие автоколебания 
придают ей динамическую устойчивость. 

4. Динамическим поведением социально-экономической системы (с эф-
фективно работающими НКО) можно управлять путем искусственного соз-
дания в изучаемой системе периодических колебаний, посредством внешних 
аддитивных или мультипликативных воздействий, используя разработанный 
ранее в работах [15, 19–23] математический подход. 
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A CONTRIBUTION TO THE THEORY OF MANAGING  

THE NUMBER OF NON-PROFIT ORGANIZATIONS IN RUSSIA 

A qualitative theory of the dynamics of the number of people involved in non-profit organizations 
(NPOs) in the Russian Federation (RF) is built on the basis of mathematical methods of system analy-
sis. Differential equations for the relative rate of growth in the number of people in the NPO sphere are 
presented. Two groups of deterministic differential equations to represent the dynamics of the total 
number of people in NPOs are considered: ordinary differential equations in which the relative growth 
rate is a function of the number of people not covered by the sphere of NPOs, and equations where the 
relative speed is a function of time. The solution of the differential equation of the first group yields an 
analytical dependence for the relative growth of people in the field of NPOs, which allows predicting a 
temporal behavior of a variable, as well as theoretically justifying the choice of a functional dependence 
of the relative growth rate of the number of people when obtaining and analyzing the equations of the 

second group. In the equations of the second group: ( )⋅ ⋅
 ⋅

⋅ ⋅
0 0

0 0 0 0

ω +δ Θ ω +δ Θ
ln =δ× = exp δ
ω +δ Θ ω +δ Θ

t t , an 

increase in the total number of people covered by the sphere of NPOs is normalized by mt  – the point 

where an increase in the number of people in NPOs stops. When >>mt t  the equation transforms into 

an equation of exponential type. The exact solution of the given equation has the form of a Gaussian 
distribution curve. The applicability of the equation to describe the dynamics of the total number of peo-
ple in the NPO sphere indicates that the evolution of the socio-economic system can be viewed as its 
transition from a less probable state to a more certain, following the Gaussian curve. Thus, our theoreti-
cal approach allows us to produce the quantitative description of the dynamics of the socio-economic 
system from the standpoint of the theory of random processes. The results of the theoretical analysis 
can be used in the construction of a simulation model of the dynamics of changes in the number of 
NPOs, with the aim of further research into the effects of NPO activity on experimentally measured indi-
cators of the population’s life quality. 

Keywords: non-profit organizations, physical economics, dynamics of changes in the number of 
NPOs, critical phenomena, typical dynamic links, positive feedback, regulatory processes and optimal 
control. 
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