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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ МУЛЬТИПОЛЬНЫХ

ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ В ЦЕПОЧКАХ ЧАСТИЦ С ПОМОЩЬЮ

ОДНОГО ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОГО МЕТОДА

Рассмотрен метод решения задач распространения волн

плазменных колебаний в одномерных периодических системах

частиц, базирующийся на использовании интегралов Стрэттона-
Чу и векторного мультипольного разложения. Рассматриваются
физика моделируемого явления и постановка электродинамиче-
ской задачи многих тел. Кратко описан алгоритм решения. Пока-
зывается, что с помощью учета трансляционной симметрии по-
вышается вычислительная эффективность метода. Обосновы-
вается необходимость применения итерационных алгоритмов

решения алгебраических систем уравнений и предлагаются два

таких алгоритма. Получены решения некоторых тестовых за-
дач. Приводится сопоставление полученных результатов с из-
вестными литературными данными. Рассматривается задача
распространения продольной моды плазменных колебаний в цепо-
чечном волноводе из сферических частиц. 

В последние годы в различных физических и инженерных со-
обществах возрос интерес к электродинамике систем, состоящих из
металлических субмикро- и наночастиц. В частности, это объясняется
возможностью применения поверхностных (объемных) плазмон-
поляритонов (электронно-электромагнитных волн инфракрасного  
и видимого диапазонов) в фотонной схемотехнике. Также перспек-
тивно применение плазмонных частиц в методах спектроскопии на

основе гигантского комбинационного рассеяния, в биомедицинских
технологиях и ряде других приложений. Благодаря малым размерам

частиц у разработчиков фотонных приборов появляется возможность

вместе с излучающими системами (антеннами), а также базовыми

устройствами (волноводами, резонаторами) конструировать и среду,  
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в которой будет распространяться информация, и при этом получать

очень компактные устройства. Конструктивно такие среды могут

быть одно-, двух- и трехмерными. Ожидается, что в этой области поя-
вятся новые идеи по части гибридизации электронных устройств  
и искусственных материальных сред для передачи и обработки ин-
формации. Разумеется, потребности техники диктуют необходимость
создания новых средств разработки (компьютерных электромагнит-
ных симуляторов), в основе которых лежали бы эффективные мате-
матические модели, методы и алгоритмы. Поскольку подходящим

элементарным строительным блоком для создания плазмонных уст-
ройств рассматриваются сферические частицы, представляется ра-
зумным развивать методы, базирующиеся на сферическом анализе. 
Мы не говорим здесь о применении теории Ми в чистом виде [1], по-
скольку в любых реалистичных технологиях существуют производст-
венные допуски и любые устройства имеют неконтролируемые гео-
метрические отклонения в пределах этих допусков. Влияние таких
отклонений на функциональность устройств необходимо принимать

во внимание. В результате требуется моделировать ситуации с части-
цами несферической (а лучше произвольной) формы. В статьях [2–4] 
мы рассматривали различные подходы к решению задач рассеяния

(излучения) с диэлектрическими частицами. В [3] нам удалось создать
достаточно универсальные алгоритмы для работы с частицами слож-
ной геометрии. В этой статье мы обобщим одну из наиболее удачных

систем уравнений, полученную для одночастичной задачи в [3], на
случай системы многих тел. Покажем, что учет трансляционной сим-
метрии приводит к особому способу формирования разрешающей

системы уравнений и позволяет получить существенный вычисли-
тельный выигрыш. Также мы решим некоторые тестовые задачи  
и проведем внутренние проверки в обеспечение верификации наших

методов и алгоритмов. Кроме того, в работе проводится обсуждение
разработанного нами метода итерационного решения переопределен-
ных систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Приводит-
ся обоснование его сходимости. Наконец, мы сфокусируемся на при-
менении разработанных моделей и методов к исследованию цепочеч-
ных систем, представляющих интерес в качестве оптических волново-
дов [5–7]. Их исследованию посвящена секция численных результатов. 
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Теория, постановка задачи и метод решения. Поскольку в ра-
боте мы остаемся в рамках линейной электродинамики изотропных

сред, то постановка задачи сохраняется в основном той же, что  
и в предыдущих статьях [2–4]. В целях сокращения текста она не при-
водится. Добавляются два новых существенных пункта. Во-первых, 
новую специфику в формулировку задачи вносит физика явления, мо-
делирование которого производится в данной статье. А именно коле-
бания газа коллективизированных электронов в металле под действи-
ем периодического поля световой волны являются чисто квантовым

явлением и объясняются на основе квантово-механических теорий  
в физике конденсированного состояния вещества. Однако за более чем
столетнюю историю изучения этого явления было замечено, что элек-
тронные состояния в металлах в области оптических частот хорошо

описываются моделью газа свободных электронов (моделью Друде). 
Наиболее просто эта модель может быть получена на основе

второго закона Ньютона [8], но также является частным случаем и из
других физических теорий. В частности, она следует из феноменоло-
гической теории Ландау [9], а также из микроскопических теорий

[10], [11]. В соответствии с моделью Друде диэлектрическая функция

плазмонного металла имеет вид:  

12 )]([1)(~ −ω+ωωω−=ωε relplr i , 

где plω  – плазменная частота, relω  – параметр релаксации. Эти пара-

метры следует понимать как принципиальные материальные констан-
ты теории, значения которых добываются экспериментально. К на-
стоящему моменту они известны для основных металлов, обладаю-
щих плазмоподобным поведением (Ag, Au, Cu). Во-вторых, различие
в формулировке обусловлено тем, что сейчас мы решаем задачу мно-
гих тел. По этой причине мы воспользуемся формализмом линейных

волновых теорий.  
Пусть наша система состоит из N частиц (тел). С каждой части-

цей мы свяжем ее собственную локальную «волновую функцию» (ВФ) 
в виде мультипольного ряда или (что эквивалентно) ряда Аткинсона–
Wilcox [2], [12]. Такой подход к решению вполне очевиден, он исполь-
зуется и в других численных методах электродинамики [13]. Парал-
лельно на нем базируются и некоторые методы теории конденсиро-
ванного состояния вещества. Отметим среди них метод ЛКАО [14], 
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применяемый в квантово-химических численных моделях для расчета
электронных состояний молекул. (В физике кристаллов этот метод из-
вестен также как метод сильной связи [15].) В нем одночастичная ВФ

электрона сложной многоатомной системы строится в виде линейной

комбинации примитивных ВФ – атомных орбиталей. 
Итак, будем считать вмещающую среду однородным изотроп-

ным диэлектриком, в котором находится источник, генерирующий

первичное поле 00,HE
rr

. Далее это поле взаимодействует с системой

тел, в результате чего во вмещающей среде индуцируется рассеянное

поле ∑ == N
q

ex
q

sc EE 1

rr
, ∑ == N

q
ex
q

sc HH 1

rr
, где под знаком суммы стоят од-

ночастичные поля ex
qE
r

, ex
qH

r
 (одночастичные ВФ). Внутри частиц воз-

никают в свою очередь внутренние поля in
pE

r
, in

pH
r

, которые принципи-

ально «одночастичны». С учетом этих обозначений граничные усло-

вия на поверхностях частиц pS можно записать как
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где n
r
обозначает единичную нормаль к pS , направленную из частицы

во внешнюю среду. Для построения разрешающей системы уравнений

мы так же, как и в [3], используем интегралы Стрэттона–Чу [12], опи-
сывающие внутренние поля в частицах. Возьмем произвольную части-
цу (с индексом p) и запишем для нее интеграл внутреннего поля в ДСК: 
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где || rrR ′−≡ rr
, RRikg pp π= 4)exp(  – функция Грина однородного

пространства, )(Rδ  – дельта-функция Дирака, 

,)33(
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где U
~

 – единичный тензор, || rrR ′−≡ rr
, RrreR /)( ′−≡ rrr

, RRee
rr

 – диад-

ное произведение, r
r

 – точка интегрирования, r
r′  – точка наблюдения

поля, pk  – волновое число; pZ  – волновой импеданс. Подставим (1)  
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в (2) и поместим точку наблюдения r
r′ за пределы объема pQ , занято-

го частицей, во внешнюю область. В этом случае благодаря свойствам
дельта-функции объемный интеграл в левой части обратится в нуль. 

При представлении полей ex
qE
r

, ex
qH

r
в виде рядов Аткинсона–Wilcox 

уравнение (2) приобретет вид интегрального: 
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При представлении ex
qE
r

, ex
qH

r
мультипольными разложениями

уравнение (3) становится бесконечным алгебраическим относительно

коэффициентов этих разложений. Напомним, что два следующих век-
торных поля

,][][],[,][][],[ 1
1

212 qq
ex
qqqqq

ex
q vKZkiuKvuHuKZkivKvuE

rrrrrr
−−=+=    (4) 

удовлетворяющих однородным уравнениям Гельмгольца, называются
векторным мультипольным (МП) разложением ЭМ поля, если ска-

лярные поля qu и qv выражены посредством рядов вида
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где )(1
nh  – сферическая функция Ханкеля порядка n, 
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нормированный присоединенный полином Лежандра, )(][1 ⋅×∇≡⋅ qrK
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 – дифференциальные операторы в локальной сфери-

ческой системе координат. Суммирование в (5) выполняется по (n,m), 
при этом ∞= ,...,0n и nnm ,...,−= . Если выразить более точно, ряды (4) 

являются разложением внешних полей ex
qE
r

, ex
qH

r
. Внутренние поля in

pE
r

, 

in
pH

r
выражаются аналогичной зависимостью с той лишь разницей, что

)()(
q

1
n rkh меняется на )( ppn rkj , т.е. сферическую функцию Бесселя,  
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а материальные константы без индексов, относящиеся к внешней  
среде, – на соответствующие константы среды, заполняющей частицы. 
(Индексы p и q в обозначениях расстояний и углов показывают их при-
надлежность к локальным системам координат, связанным с частица-
ми, изображенными на рис. 1).  
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Рис. 1. Геометрия задачи

Поскольку положение точки r
r′ в уравнении (3) может быть

выбрано произвольным (с сохранением требования: pQr ∉′r   

и pSr ∉′r ), то, размещая r
r′ в различных точках на некоторой вспомо-

гательной (виртуальной) поверхности, описанной вокруг p-й части-
цы, мы наберем систему линейно-независимых алгебраических урав-
нений относительно МП коэффициентов. Линейная независимость

относительно коэффициентов nmqu и nmqv следует из того, что коор-

динаты точки r
r′ входят в уравнение (3) нелинейно. Все остальное, 

что можно сказать по поводу уравнения (3), вполне аналогично тому, 
что обсуждалось в [3]. Таким образом, уравнения (3), собранные вме-
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сте, образуют переопределенную алгебраическую систему вида
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или более подробно: 
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где все элементарные матрицы pqM
~

имеют большее число строк, чем

столбцов. В основе численного метода решения системы (6) лежит
процедура минимизации квадратичной невязки: 
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C d

rrrrrrrrr
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где T обозначает транспонирование вместе с комплексным сопряже-

нием, dC
∗  – норму комплексного арифметического векторного евк-

лидова пространства, d – размерность вектора V
r

. Условие минимума

( 0=∂δ∂ W
r

) ведет к нормальной системе: 

VMWMM TT
rr ~~~ = ,                                         (8) 

которая может быть решена любым численным методом. Решение
нормальной системы доставляет минимум невязке (7): 

WMMWVVWMVVV TTTTT
rrrrrrrr ~~~

min −=−=δ .                    (9) 

За счет увеличения порядка конечной суммы МП ряда величина

minδ может быть минимизирована до сколь угодно малого (заданного

наперед) уровня. Доказательство этого утверждения приводится в [3]. 
Для этого требуется некоторое преобразование базисных функций и ко-
эффициентов МП ряда. Техника этого преобразования универсальна  
и не изменяется при переходе от одночастичной задачи к задаче многих

тел. При разработке алгоритма решения системы (6) заслуживает внима-
ния лишь одна техническая деталь. Дело в том, что МП ряды (4), (5) за-
писаны в локальных сферических системах координат, ассоциирован-
ных с частицами (см. рис. 1). Таким образом, при связывании их посред-
ством уравнения (3) требуется процедура преобразования компонент

векторных мультиполей в единую (декартову) систему координат.  
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Технически это делается путем умножения векторов одночастичных по-

лей ex
qE
r

, ex
qH

r
на некоторые матрицы преобразования. Технику таких вы-

числений мы здесь опускаем, так как она хорошо известна в векторном
(тензорном) анализе и может быть легко найдена в соответствующей

литературе (см., например, [16]). 
Учет трансляционной симметрии. Сейчас рассмотрим систе-

му тождественных частиц (имеющих одинаковую форму и матери-
альные свойства). Далее организуем процедуру их попарного сравне-
ния по всему ансамблю частиц. Появление, как минимум, двух пар, 

удовлетворяющих условию pqij RR
rr

= , означает появление трансляци-

онной симметрии. Это, в свою очередь, означает тождественность

матриц ijM
~

и pqM
~

. Эта особенность является исключительно важной

с вычислительной точки зрения, так как регулярные ансамбли боль-
шого числа частиц (например, идеальные цепочки) могут иметь

большое число совпадений вида jklipqij RRRR
r

L
rrr

==== . Таким обра-

зом, в алгоритме решения требуется вычислять лишь неповторяю-
щиеся блоки и располагать их в глобальной матрице СЛАУ (6) на со-
ответствующих позициях. Эффективность учета трансляционной

симметрии мы продемонстрируем на примере прямой регулярной  
цепочки, состоящей из N частиц. При разупорядочении цепочки ко-
личество различных элементарных матриц, которые необходимо

сформировать, очевидно, будет равно квадрату N. Непосредственным
подсчетом легко установить, что в регулярном случае число различ-
ных матриц в системе (6) составляет всего 12 −N штук. Благодаря
этому мы можем говорить о линейном алгоритмическом масштабиро-
вании (скейлинге) вместо квадратичного. Конкретная практика вы-
числений подтвердила высокую эффективность учета трансляцион-
ной симметрии. Однако в случае больших систем уравнений мы по-
лучаем ощутимый выигрыш только на этапе формирования СЛАУ. 
Строго говоря, нам еще требуется эффективный метод решения ал-
гебраической системы. Его разработке посвящен следующий раздел. 

Итерационный метод решения переопределенных СЛАУ.  
С вычислительной точки зрения у переопределенных систем есть

один существенный недостаток. Для решения переопределенной

СЛАУ прямым методом ее необходимо предварительно привести  
к нормальному виду (8). Это достаточно затратная по времени проце-
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дура, требующая порядка Nm2~  операций умножения только для

вычисления матрицы MM T ~~
 (где N – число строк, а m – число столб-

цов исходной матрицы M
~

). Разумеется, после этого прямой метод

решения нормальной системы (например, метод Гаусса) добавляет

еще 3~ m операций. Процедура умножения TM
~

на M
~

происходит

достаточно быстро, если Nm << , но для матриц, близких к квадрат-
ным, алгоритм оказывается слишком медленным. Было бы желатель-
но найти какой-нибудь итерационный подход, в котором было бы не

очень много операций умножения в пересчете на одну итерацию. 

Предлагается следующий. Возьмем квадратичную невязку )(W
r

δ   

и дадим приращение ее аргументу: 

.
~~

)
~

(
~

2)(

~
)

~
()(

2

WdMMWdWMVMWdW

WdMWMVWdW

TTTT

C d

rrrrrr

rrrrr

+−−δ=

=−−=+δ

(Эту функцию можно понимать как точное разложение )(W
r

δ в сте-

пенной ряд.) Отрицательность конечной разности )()( WWdW
rrr

δ−+δ

при заданном Wd
r
гарантирует движение в сторону минимума )(W

r
δ . 

Таким образом, реализуется итерационная схема вида iii WdWW
rrr

+=+1 , 

где i – итерационный шаг алгоритма. Неположительность конечной
разности требует на каждом шаге выполнения условия: 

.0
~~

)
~

(
~

2 ≤+−− WdMMWdWMVMWd TTTT
rrrrr

              (10) 

Пусть CWMVMWd T /)
~

(
~

2
rrr

−= , где 0≥C  – некоторая кон-

станта, подлежащая определению. (Очевидно, что при такой записи

вектор Wd
r
представляет собой нормированный на С вектор антигра-

диента.) С учетом принятых обозначений неравенство (10) принимает

вид: 0||
~

|||||| 22 ≤+− WdMWdC
rr

, откуда мы получаем условие: 
22 ||||||

~
|| −≥ WdWdMC

rr
. (Размерность пространства в обозначении

нормы опускаем.) Применяя неравенство Коши–Буняковского
222 ||||||

~
||||

~
|| WdMWdM

rr
≤ и решая совместно два последних неравен-

ства, получаем: 2||
~

||MC ≥ . Данное неравенство следует понимать как

условие сходимости метода. Итерационная процедура нахождения
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минимума невязки )(W
r

δ на первом шаге работы алгоритма может

быть организована как
21

11112 ||
~

||)
~

(
~

2 −−α−+=+= MWMVMWWdWW T
rrrrrr

, 

где 1≥α , а 1W
r

 – начальное приближение. На последующих шагах

модифицируем ее как
2

1
2

1
1

1 ||
~

||||||)
~

(
~

2 −
−−

−
+ α−+=+= iii

T
iiii WdMWdWMVMWWdWW

rrrrrrrr
. 

Критерием остановки алгоритма является минимизация )(W
r

δ   

(а также Wd
r

) ниже некоторого наперед заданного уровня. Практика
использования данного алгоритма показала необходимость формули-
ровки метода генерации подходящего начального приближения.  
В противном случае количество итераций оказывается достаточно

большим. Ясно, что для произвольного случая создать такой метод не
представляется возможным. Однако для волноводных задач с цепоч-
ками частиц, облучаемых компактными источниками, оказалось воз-
можным создать достаточно простой и эффективный подход. Предла-
гается следующий эвристический итерационный метод. (Принципи-
альный момент состоит в том, что его сходимость не может быть  
доказана в общем случае.) Идея метода базируется на физических со-
ображениях. Для определенности рассмотрим задачу о возбуждении

продольного плазмон-поляритона вдоль однорядной цепочки частиц
компактным источником, находящимся в окрестности одной из час-
тиц подобно тому, как это показано на рис. 2.  

Рис. 2. Продольная плазмонная мода

Пронумеруем частицы по мере их удаления от источника. По-
скольку мы имеем дело с «неизлучающими» возбуждениями, то в ос-
новном существенному взаимодействию между собой подвержены

лишь ближайшие соседние частицы цепочки. Причем первая частица

находится в окрестности источника, и, соответственно, поле в ней

обусловлено ближнезонными эффектами источника и в меньшей сте-

Источник
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пени взаимодействием с соседней частицей. Матрица первой частицы

11

~
M занимает левый верхний угол глобальной матрицы M

~
. Алгоритм

строится так. На первом шаге решаем систему: 1111

~
VwM
rr = . Вторая

частица взаимодействует с полем источника и с первой частицей, по-
ле которой теперь уже найдено, третья частица взаимодействует  
с частицами 2 и 1 и т.д. В результате строится следующий алгоритм

последовательного нахождения одночастичных векторов-решений: 

1212222

~~
wMVwM
rrr −= , 

2321313333

~~~
wMwMVwM
rrrr −−= , 

∑
−
=−= 1
1

~~ i
j jijiiii wMVwM

rrr
. 

После того как все элементарные векторы iw
r

определены, 

строится следующий итерационный процесс:  

∑ ≠−= N
ij jijiiii wMVwM

rrr ~~
. 

Критерием его остановки вновь является минимизация )(W
r

δ   

(а также Wd
r

) вплоть до минимально достижимого уровня. Далее

включается алгоритм градиентного поиска минимума невязки )(W
r

δ , 

описанный выше. 

Рис. 3. Диаграмма ЭПР

θ

ЭПР, дБ
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Численные результаты. Эту секцию мы начнем с решения од-
ной тестовой задачи в обеспечение верификации нашего метода и ал-
горитмов. Рассмотрим диэлектрический куб с параметрами 0,1=b м

(длина ребра), 0,32 =εr , 0,12 =µr , 02 =σ см/м, облучаемый плоской

волной частотой 792,299 МГц. Волна предполагается падающей

нормально из вакуума на одну из граней куба. На рис. 3 показана диа-
грамма эффективной поверхности рассеяния (ЭПР), полученная не-
сколькими альтернативными численными методами.  

Кривые 1 и 2 получены с помощью систем уравнения (9) и (27) 
из статьи [3], кривая 3 – с помощью уравнения (31) из [2], кривая 4 –  
с помощью стандартного метода Т-матриц [17]. Далее мы соберем

этот же куб из восьми кубов меньшего размера ( м5,0=b ) и решим

для такой сборки задачу многих тел. На рис. 3 кривая 5 получена  
с помощью уравнения (31) из работы [2], обобщенного на случай сис-
темы многих тел, а кривая 6 – с помощью системы (6) данной статьи. 
Видно, что между всеми кривыми нет визуальных различий. Сейчас
рассмотрим задачу о распространении продольной волны плазменных

колебаний вдоль однорядной цепочки, состоящей из десяти сфериче-
ских малых частиц ( 50=D нм), показанной на рис. 2. Расстояния ме-

жду центрами частиц 55=L нм. Такая волна может быть создана ис-
точником, генерирующим электрическое поле, направленное по оси
Х. В качестве источника возьмем отрезок тока, расположенный рядом
с поверхностью крайней левой частицы. На рис. 2 показано поверхно-

стное распределение напряженности электрического поля ||lg scE
r

. 

На рис. 4 показано распределение напряженности в центрах час-
тиц и зазорах между ними. С помощью аналитического интегрирова-
ния системы (31) из [2] можно показать, что для малых частиц коэф-

фициенты внутреннего МП разложения есть 1~ +−n
nm ra , 1~ +−n

nm rb   

(r – радиус частицы), и при этом они нелинейно зависят от ω, plω , 

relω . Таким образом, резонансному усилению у нас подвергается поч-

ти полная группа мультиполей ( 2≥n ) и при этом неоднородно. 
Эта особенность объясняет сложный характер резонансного по-

ведения наночастиц (плазмонный резонанс), известный по многочис-
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ленным исследованиям (см., например, [13]). Явление сильной концен-
трации мы наблюдаем и в нашем примере. Быстрый спад напряженно-
сти, как видно из рисунков, является следствием омических потерь, так
как поле «переконцентрировано» в частицах вследствие плазмонного
резонанса и межчастичных взаимодействий, а релаксационный пара-

метр relω не является достаточно малым. Параметры модели Друде со-

ответствуют серебру и обобщены по результатам анализа множества

литературных источников, в том числе тех, что указаны в списке лите-
ратуры в конце статьи. В расчетах использовались следующие значе-

ния: 15105,2 ⋅=ωpl Гц, 13100,2 ⋅=ωrel Гц, 14105,4 ⋅=ω Гц.  

Рис. 4. Электрическое поле в волноводе: 1 – напряженность электрического  
поля в центрах частиц для волноводной моды, изображенной на рис. 2;  

2 – напряженность электрического поля в зазорах между частицами *10Е-01  
для волноводной моды, изображенной на рис. 2 

В таблице приводятся результаты исследования сходимости ме-
тода. В первой колонке помещены значения старшей степени волно-
вой гармоники в МП разложении, во второй – нормированной невязки
(9), в третьей – полной «дальнезонной» излученной мощности, в чет-
вертой – напряженности электрического поля в точке А (см. рис. 2), 
т.е. в зазоре между частицами. 

Номер частицы

Н
ап
р
я
ж
е
н
н
о
ст
ь
п
о
л
я
 (
о
тн

. е
д
.)

 

1 2 



134

Результаты исследования сходимости метода

multipN 2
min |||| −⋅δ V scatP , отн. ед. AE , отн. ед. 

7 5.3Е-8 1795.3 2443.6 

8 8.0Е-9 1787.2 2437.5 

9 9.0Е-9 1789.8 2465.3 

10 9.0Е-9 1788.0 2461.2 
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