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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕРРИТОРИАЛЬНОГО 

РАЗМЕЩЕНИЯ ТРУДОВЫХ РЕСУРСОВ 

ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИМИ МЕТОДАМИ 

Территориальное размещение трудовых ресурсов – процесс закономерный, но при этом 
возникают диспропорции в отраслевой и территориальной трудовой обеспеченности. Решение 
задачи оптимального территориального размещения трудовых ресурсов актуализирует исследо-
вание процессов формирования, распределения и использования трудовых ресурсов. Такой 
подход позволит изучить особенности протекания данных процессов в условиях рыночной эко-
номики России. В статье представлено применение экономико-математических методов для ре-
шения задач территориального размещения трудовых ресурсов. Приведен пример реализации 
алгоритма размещения трудовых ресурсов при многоагентном их взаимодействии на случай 
размещения двух отраслей, двух типов работников и двенадцати работодателей на сети, задан-
ной на плоскости при заданном для каждого работника наборе отраслей его трудоустройства. 
Алгоритм заключается в нахождении матрицы кратчайших путей между всеми парами точек на 
сети алгоритмом Флойда и функций выигрыша игроков и нахождение компромиссного решения. 
Последовательно составляем матрицу весов кратчайших путей между всеми работниками, мат-
рицу минимальных весов всех путей из точек расположения всех работодателей во все точки 
возможного расположения работников, матрицу наименьших весов всех путей между работника-
ми для работодателей, матрицы предпочтений. Полученные в результате ситуации и будут ком-
промиссными решениями. Компромиссным решением задачи размещения трудовых ресурсов 
при многоагентном их взаимодействии является равновесие по Штакельбергу.  

Ключевые слова: трудовые ресурсы, экономико-математическое моделирование, опти-
мальное управление, территориальное размещение. 
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Управление процессом формирования, распределения и использования 

трудовых ресурсов является актуальным на сегодняшний день во всех сферах 

экономики и представляет собой сформированную динамическую подсисте-

му инновационной модели развития экономики [1]. Эффективное использо-

вание трудовых ресурсов зависит не только от размещения населения, но и от 

размещения производства, которые в свою очередь являются сложными 

взаимодействующими процессами.  

Для формирования правильной экономической политики государства и 

региона в трудовой сфере необходимо решить задачу оптимального управле-

ния трудовыми ресурсами [2]. Решение этой задачи начинается с определения 

объекта и субъекта воздействия, механизмов регулирования процессов фор-

мирования, распределения, перераспределения и использования трудовых 

ресурсов, а также выбора инструментария исследования [3]. При решении 

данных задач можно использовать экономико-математические методы [4–7]. 

В качестве примера рассмотрим решение задачи размещения трудовых ре-

сурсов при многоагентном их взаимодействии. 

В статье [8] подробно описаны типы задач размещения трудовых ресур-

сов при многоагентном их взаимодействии и любом конечном числе на сети: 

размещения работников работодателей при заданном для каждого работника 

определенном наборе вакансий, который он желает получить, и размещения 

работодателей при заданном для каждого работодателя определенном наборе 

работников, который он желает приобрести [9]. Для первого случая возникает 

задача размещения работников в данной сети, в соответствии с каким-либо 

принципом оптимальности, компромиссным решением для которой будет 

равновесие по Штакельбергу [10]. 

Авторами [8] формализуется алгоритм решения поставленной задачи, 

состоящий из следующих этапов: нахождение матрицы кратчайших путей 

между всеми парами точек на сети алгоритмом Флойда; нахождение функций 

выигрыша игроков и нахождение компромиссного решения [11].  

Рассмотрим пример реализации данного алгоритма на случай размеще-

ния двух отраслей, двух типов работников и двенадцати работодателей на 

сети, заданной на плоскости при заданном для каждого работника наборе от-

раслей, куда он хочет трудоустроиться [12]. 

В рассматриваемой задаче на плоском торе задана сеть, содержащая 

35 вершин с координатами 0 1 34,  ,  ...,  x x x . В граничных узлах сети 0x  и 34x  

располагаются две отрасли 1K  и 2K , каждая из которых располагает одним 

из двух типов работников 1 2( ,  ).k k  Под стоимостью работника будем пони-

мать величину затрат работодателя на содержание работника. Возьмем стои-

мость работника в отрасли 1K  за 2 единицы, а стоимость работника в отрасли 

2K  за 3 единицы. На сети могут располагаться два типа работников, причем в 
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двух из четырех точек 9 12 18 29( , , , )x x x x . Также в точках 2 2 5 11( ,  ,  ,  ,x x x x

15 17 20 21 23 26 30 32,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  )x x x x x x x x  располагаются работодатели, каждый из ко-

торых заинтересован в удовлетворении своего вектора спроса 1 2( , )k k , причем 

по минимальной стоимости. Для каждого ребра сети зададим две функции 

транспортных издержек, одну – для работников, а другую – для работодате-

лей. Положим, на перемещение в первой отрасли до работника по горизон-

тальному ребру сети уходит 2 единицы, а на перемещение по вертикальному 

ребру – 3 единицы. Положим, на перемещение работодателя по горизонталь-

ному ребру сети уходит 1 единица, а на перемещение по вертикальному – 

2 единицы. Построим сеть, изображенную на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Результат размещения  

Стоимость желаемого набора товаров для каждого работодателя равна 

сумме его затрат на приобретение работников и его перемещений между ними. 

Отдельно выделим матрицу весов кратчайших путей между всеми ра-

ботниками. Сначала вычислим стоимость работников в каждой из четырех 

точек их возможного расположения. Для этого воспользуемся алгоритмом 

Флойда и высчитаем вес кратчайших путей в графе от складов до точек воз-

можного расположения работников: 

9 12 18 29

0

34

9 15 16 16

20 14 13 13

x x x x

x

x

 

Зная матрицу весов кратчайших путей между всеми точками сети, себе-

стоимость каждого типа работников в каждой отрасли и функцию транспорт-

ных издержек для каждого типа работников, найдем матрицу стоимостей ка-
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ждого работника. Таким образом, получаем стоимость во всех четырех точ-

ках возможного расположения работников. 

Далее, посчитаем матрицу минимальных весов всех путей из точек рас-

положения всех работодателей во все точки возможного расположения ра-

ботников (табл. 1). 

Таблица 1 

Матрица минимальных весов 

9 12 18 29

2

3

5

11

15

17

20

21

23

26

30

32

2 5 6 9

3 4 5 10

5 2 5 12

2 1 2 9

3 6 3 4

3 4 1 6

6 3 2 6

6 9 6 3

4 7 4 3

7 4 3 6

6 9 6 1

8 7 4 3

x x x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 

Также составим матрицу наименьших весов всех путей между работни-

ками для работодателей (табл. 2). 

Таблица 2 

Матрица наименьших весов  

9 12 18 29

9

12

18

29

0 3 4 7

3 0 3 10

4 3 0 7

7 10 7 0

x x x x

x

x

x

x

 

Применяем описанный алгоритм, строим две матрицы предпочтений 

(табл. 3). 

Теперь, используя знания о том, как работодатели будут выбирать ра-

ботников, т.е. зная, какую прибыль получат работники, сможем вычислить 

компромиссное решение их распределения [13].  
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Таблица 3 

Матрицы предпочтений  

 

 

9 12 18 29

2

3

5

11 9 12 18 29

15 9

17 12

20 18

21 29

23

26

30

32

1

31 34 35 38

32 33 34 39

34 31 34 41

31 30 31 38 2

32 35 32 33 20 17 17 20

32 33 30 35 12 15 19 26

35 32 31 38 13 18 16 23

35 38 35 32 16 25 23 16

33 36 33 32

36 33 32 35

35 38 35 30

37 36 33 32

x x x x

x

x

x

x x x x x

x x

x x

x x

x x

x

x

x

x

  

Для нахождения компромиссного решения в задаче размещения нам не-

обходимо знать функции выигрыша каждого игрока. Игроками в нашей зада-

че являются работники. Функция выигрыша каждого игрока есть сумма 

стоимостей всех товаров, купленных у него. Вычисления по приведенному 

ниже алгоритму позволят после четвертого шага знать, в каком порядке рабо-

тодатели будут перемещаться между точками возможного расположения ра-

ботников и каких работников приобретать в каждой такой точке. Это дает 

нам функции выигрыша каждого работника в каждом возможном случае их 

расположения [14]. 

Алгоритм такого решения будет состоять из нескольких шагов [15]. 

Шаг 1. На этом шаге алгоритма, зная вес любого пути из любой точки 

графа в любую точку для работодателей и стоимость любого работника, 

строим матрицу предпочтений для работодателей.  

Построим матрицу доходов работодателей в зависимости от выбора ими 

расположения. Всего у нас 6 ситуаций:  

           

1

9,12 9,18 9,29 12,18 12,29 18,29

Г 1 108 108 203 116 203 232 .

2 168 156 145 232 145 116

  

Пусть 1 ,( ),  1,2;  1,  ...,  6.l m l m      Данная матрица показывает, какого 

из работников каждый работодатель предпочтет выбрать первым. Очевидно, что 
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каждый работодатель приобретет самого дешевого работника из набора, кото-

рый он желает приобрести, чтобы минимизировать свой вектор спроса. И, таким 

образом, затратит сумму, равную стоимости пути до работника и его стоимости. 

Шаг 2. Составим «Идеальный вектор»: 1

2

,
M

M
M

 
  
 

 состоящий из мак-

симальных значений доходов, получаемых работниками. 

Для каждого работника вычислим величины:  

,maxl l m
l

M   ,    
1

2

232

232

M
M

M

   
    

  
. 

Шаг 3. Вычисляем «невязки» – величины отклонений доходов от макси-

мального дохода для каждого работника (элементов идеального вектора): 

, 1,2lM l  : , ,( ) ( )M l m l mM     .  

           9,12 9,18 9,29 12,18 12,29 18,29

124 124 29 116 29 0

64 76 87 0 87 116

 

Шаг 4. Упорядочим в каждой ситуации доходы по возрастанию таким 

образом, что в первой строке будут наименьшие величины доходов, а в ниж-

ней строке – наибольшие. Таким образом, в последней строке будут стоять 

, ,max( ) max( )m l l m
l l

M   . 

           9,12 9,18 9,29 12,18 12,29 18,29

64 76 29 0 29 0

124 124 87 116 87 116

 

Шаг 5. Среди найденных максимальных невязок выбираем минимальное 

значение 
,min max( )l m

m l
M  . 

Если в последней строке несколько ситуаций с найденным минимумом, 

то переходим на строку вверх и там уже ищем минимум и т.д. Будем посту-

пать так, пока все работодатели полностью не удовлетворят свой спрос. По-

скольку на каждом шаге набор, который желает приобрести работник, будет 

сокращаться на один товар, купленный по минимально возможной цене, то в 

итоге нам потребуется h  итераций, где h  – количество работников в макси-

мальном наборе желаемых работодателями [16]. 

Полученные таким образом ситуации и будут компромиссными реше-

ниями: 
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   9,29 12,29

29 29

87 87

 

Выигрыши работников следующие: (203, 145).  

Найдем 1-е равновесие по Штакельбергу. Для этого предположим, что 

первый игрок ходит первым и знает свои значения функции выигрыша и вто-

рого игрока. Второй игрок знает только свои значения функции выигрыша и 

ходит вторым. В игре: 

     

     

     

     

9 12 18 29

9

121

18

29

0 108,168 108,156 203,145

168,108 0 116,232 203,145Г

156,108 232,116 0 232,116

145,203 145,203 116,232 0

x x x x

x

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 
 

 

две ситуации 1-го равновесия по Штакельбергу: 9 29( , )x x  и 12 29( , )x x , и две си-

туации 2-го равновесия по Штакельбергу: 29 9( , )x x  и 29 12( , )x x . Выигрыши игро-

ков (работников) соответственно (203,145), (203,145) и (145,203), (145,203).  

Таким образом, после четвертого шага известно, в каком порядке рабо-

тодатели будут перемещаться между точками возможного расположения ра-

ботников в каждой такой точке. В результате получены функции выигрыша 

каждого работника в каждом возможном случае их расположения [17, 18]. 

Применение рассмотренного алгоритма размещения трудовых ресурсов 

имеет практическую значимость для решения задачи оптимального распределе-

ния трудовых ресурсов в стратегии инновационного развития России. Решение 

таких задач определяет динамику и возможность развития основных и иннова-

ционных производств, диверсификацию структуры экономики России [19, 20]. 
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D.N. Rezenkov, D.V. Shlayev 

RESEARCH INTO TERRITORIAL ALLOCATION OF LABOR 

RESOURCES BY ECONOMIC-MATHEMATICAL METHODS 

The territorial allocation of labour resources is a natural process, but it implies distortions in the 
sectoral and territorial employment security. The solution of the problem of optimal territorial allocation 
of labor resources empowers research of the processes of formation, distribution and use of labor re-
sources. This approach will allow to study the peculiarities of these processes in the market economy of 
Russia. The paper presents the use of economic and mathematical methods for solving the problems of 
territorial allocation of labor resources. An example of implementation of the algorithm of labor re-
sources allocation in their multi-agent interaction in the case of placing two industries, two types of 
workers and twelve employers on the network specified on the plane, with a given set of industries for 
each employee. The algorithm consists in finding the matrix of shortest paths between all pairs of points 
on the network by Floyd's algorithm and payoff functions to build a compromise solution. The algorithm 
produces progressively a matrix of weights of the shortest paths between all employees, a matrix of 
minimum weights of all paths from the points of location of all employers to all points of possible location 
of employees, a matrix of the lowest weights of all paths between employees for employers, a matrix of 
preferences. The resulting situations will be compromise solutions. The Stackelberg equilibrium is a 
compromise solution to the problem of allocation of labor resources with their multi-agent interaction. 

Keywords: labor resources, economic and mathematical modeling, optimal management, territo-
rial allocation. 
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