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МОДЕЛИРОВАНИЕ АМПЛИТУДЫ ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ ОДНОРОДНОГО  

СТЕРЖНЯ ПРИ УДАРЕ О ЖЕСТКУЮ ПРЕГРАДУ С УЧЕТОМ СОБСТВЕННОГО ВЕСА 
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Опубликована: 29 июня 2018 г. 

 Точное решение динамических задач в нелинейной постановке сопряжено с извест-
ными математическими трудностями. В исследовательских работах, посвященных реше-
нию задач на динамический прогиб и устойчивость стержней при ударном взаимодействии, 
рассматривались идеальные стержни с прямолинейной осью и при отсутствии каких-либо 
внешних воздействий. Учет дополнительных внешних факторов, оказывающих влияние на 
состояние ударной системы, ведет к дальнейшему усложнению решения поставленной 
задачи.  

В настоящей работе с применением метода начальных параметров и волновой моде-
ли продольного удара делается попытка разработать методику расчета динамического 
прогиба однородного стержня, совершающего поперечные колебания при продольном 
ударе о жесткую преграду, с учетом поперечной нагрузки. В зависимости от предударного 
состояния стержня задаются соответствующие начальные параметры – начальные прогиб, 
угол поворота, изгибающий момент и поперечная сила. Использование волновой модели 
продольного удара и метода характеристик учитывает кратковременность действия удар-
ной сжимающей нагрузки, после прекращения действия которой стержень представляется 
колебательной системой, имеющей начальную скорость и отклонение от положения рав-
новесия. В таком состоянии стержень совершает поперечные затухающие колебания.  
В представленной работе излагается методика расчета амплитуды поперечных колебаний 
стержня постоянной продольной жесткости, испытывающего удар об абсолютно жесткую 
преграду. Особый интерес представляет применение данной методики в расчетах системы 
однородных и ступенчатых стержней, совершающих поперечные колебания при продоль-
ном ударе. Такие системы стержней часто встречаются в современных ударных механиз-
мах и являются элементами строительных конструкций: стержневые элементы ферм, рам, 
стоек, колонн, свай и проч.  
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 The accurate solution of dynamic problems in a nonlinear formulation is associated with 
certain mathematical difficulties. The available research works devoted to the problem solution on 
the dynamic deflection and stability of the rods under shock wave loading have considered 
perfect rods with a straight axis and have not considered any external effects. The account of 
additional external factors influencing the state of a shock system makes this task more 
complicated.  

By using the method of the initial parameters and the wave model of the longitudinal impact, 
this work attempts to develop the calculation method for dynamic deflection of a homogeneous 
rod producing lateral vibrations under the longitudinal impact against a hard obstacle, also taking 
lateral loads into account. Depending on the pre-impact state of the rod, the corresponding initial 
parameters are set, such as initial deflection, rotation, bending moment and shear force. By using 
the wave model of the longitudinal impact and method of characteristics, it becomes possible to 
take the short-term exposure of the shock compressing load into account, after which the rod is 
considered as a vibratory system having the initial velocity and the deviation from the equilibrium 
position. In this state, the rod makes transverse shock vibrations. The present article describes 
the calculation method of the amplitude of transverse vibrations of the rod with a constant 
longitudinal stiffness under the impact against an absolutely rigid barrier. It is of a particular 
interest to use this method in order to calculate the system of uniform and stepped rods making 
lateral vibrations under the longitudinal impact. Such systems of rods are often found in present 
impact mechanisms, they are used as structural elements, e.g. core elements of trusses, frames, 
pillars, columns, piles, etc. 
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Введение 

 

Задачи расчета на устойчивость и динамический 

прогиб при поперечных колебаниях в работах [1–7] 

реализовывались в основном для идеальных стержней с 

прямолинейной осью при отсутствии каких либо посто-

ронних внешних воздействий. Однако в реальной си-

туации помимо учета действующей продольной нагруз-

ки очень часто необходимо учитывать дополнительные 

факторы, в том числе поперечное воздействие. Оно мо-

жет быть связано с собственным весом стержня при его 

горизонтальном расположении, весом посторонних 

предметов, а также дополнительных распределенных 

сил, таких как ветровая нагрузка, вес ледяных или сне-

говых отложений – для строительных конструкций, 

воздействие магнитного поля на металлические конст-

рукции, обтекание жидкостью и т.д.  

В этом случае решение поставленной задачи услож-

няется, однако отсутствие учета внешних дополнитель-

ных факторов из-за неточности расчетов часто будет 

приводить к преждевременному износу конструкции 

в процессе эксплуатации, выходу из строя оборудования, 

а иногда и к аварийной ситуации. Особенно важным 

представляет учет динамического характера продольного 

нагружения стержня, иначе это может привести к даль-

нейшему усложнению поставленной задачи, как это было 

справедливо отмечено в работах [8–16]. 

Как показал обзор литературы, проблема продоль-

ного изгиба стержня при динамической нагрузке из-

вестна довольно широко. Основную сложность решения 

динамических задач представляет их нелинейность. 

Довольно часто исследователи прибегают к прибли-

женному решению нелинейных дифференциальных 

уравнений при динамической постановке задачи, либо  

в некоторых случаях предлагается замена точной нели-

нейной постановки приближенной линейной [8–16]. 

Такой подход оказывается весьма успешным только на 

узком интервале изменения тех или иных параметров 

исследуемой системы. В этом случае расхождение  

с реальными результатами не превышает нескольких 

процентов. Однако решение задачи сопровождается 

громоздкими математическими выкладками, что застав-

ляет применять для проведения расчетов численное 

программирование, что не всегда удобно в инженерной 

практике. Таким образом, на сегодняшний день дина-

мическая задача продольного изгиба стержня решена не 

окончательно.  

 

Постановка задачи 

 

Ниже приводится модель расчета прогиба однород-

ного стержня при его продольном ударе об абсолютно 

жесткую преграду с учетом поперечной нагрузки. Раз-

работанная математическая модель расчета позволяет 
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учесть силы инерции, действующие на колеблющийся 

стержень и вызванные кратковременностью действия 

ударной силы. Именно силы инерции вносят макси-

мальный вклад в основные характеристики колебатель-

ного процесса. Методом начальных параметров рассчи-

тываются максимальные поперечные смещения и ско-

рость сечений стержня, сжатого постоянной 

продольной силой. Автором этой методики является 

В.Г. Чудновский [17]. Далее с применением волновой 

модели продольного удара и метода характеристик [18] 

вычисляется продольная сила, возникающая в стержне 

при продольном ударе, и рассчитывается время ее воз-

действия. После прекращения действия продольной 

силы стержень представляет собой колебательную сис-

тему, выведенную из положения равновесия и совер-

шающую затухающие поперечные колебания, имея  

в начале процесса приобретенную скорость и начальное 

смещение поперечных сечений.  

 

Применение метода начальных параметров 

 

Возникающие продольные силы в стержне массой 

m и длиной l при продольном ударе со скоростью 0V  об 

абсолютно жесткую преграду носят кратковременный 

характер. После прекращения их действия стержень 

начинает совершать затухающие поперечные колеба-

ния. Для определения максимальной амплитуды попе-

речных колебаний, которая будет иметь место в начале 

колебательного процесса (рис. 1), можно воспользо-

ваться дифференциальным уравнением изогнутой оси 

стержня постоянного поперечного сечения, несущего 

равномерно распределенную массу [17]: 

 
4 2

2 4

4 2
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d y d y
u y

d d
  

 
  (1) 

где y  – прогиб оси стержня; 
x

l
   – относительная 

координата; 
2

2 ;
Nl

EI
   

2 4
4 ;

m l
u

EI


  N  – продольная 

сила (положительная, если стержень сжат); l  – длина 

стержня или его однородного участка; EI  – жесткость 

стержня при изгибе; m  – интенсивность массы;   – 

частота свободных колебаний. 

 

Рис. 1 Схема удара однородного стержня 

Fig. 1. Impact scheme of a uniform rod 

Составим характеристическое уравнение, соответ-

ствующее уравнению (1), 

 
4 2 2 4 0.u       (2) 

Его корни будут вычислены как [17] 

 
2 4

2 4

1 ;
2 4

u
 

     
2 4

2 4

2 .
2 4

u
 

     (3) 

В зависимости от направления продольной силы 

(сжатие или растяжение) 4u  и 2  принимают как по-

ложительные, так и отрицательные значения, поэтому 

корни (3) могут быть вещественными, чисто мнимыми 

или комплексными сопряженными числами.  

Общий интеграл уравнения (1) при отсутствии 

кратных корней можно записать в виде ряда 

  
1,2

,j j j j

j

y A sh B ch


       (4) 

где jA , jB  – постоянные интегрирования; j  – корни 

характеристического уравнения (2). 

Выражение (4) для прогибов стержня дает возмож-

ность составить формулы усилий и углов поворота се-

чений стержня, если воспользоваться дифференциаль-

ными зависимостями [17] 

;
dy

dx
   

2

2
;

d y
M EI

dx
  

3

3
.N d y

Q EI
dx

  

Здесь  , M  – амплитуды угла поворота и изгибающего 

момента в сечении стержня; 
NQ – амплитуда попереч-

ной силы, перпендикулярной к изогнутой оси стержня 

[17]. 

Для удобства обозначения примем 

 ;l    
2

;
Ml

M
EI

  
3

.
N

N Q l
Q

EI
  (5) 

Тогда искомые зависимости запишутся в более про-

стой форме: 

 ;
dy

d
 


 

2

2
;

d y
M

d



 

3

3

N d y
Q

d



 (6) 

или в рядах 

   
1,2

,j j j j j

j

A ch B sh


         (7) 

   2

1,2

,j j j j j

j

M A sh B ch


        (8) 

   3

1,2

.N

j j j j j

j

Q A ch B sh


        (9) 

Введем вместо 
NQ  величину ,Q  обозначающую по-

перечную силу, перпендикулярную к недеформированной 

оси стержня, которая определится зависимостью [17] 

  
 2 2 2

1 22 2

cos sin

.

NQ Q N

EI EI
Q Q

l l

    

        
  (10) 
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Учитывая (6) и что 
3

,
Ql

Q
EI

  получим на основании 

(9) и (10)  

  2 2

1 2

1,2

1
.j j j j

j j

Q A ch B ch


        


   (11) 

В дальнейшем поставленную задачу удобнее ре-

шать методом начальных параметров, как это предлага-

ется В.Г. Чудновским [17]. Для получения формул ме-

тода начальных параметров необходимо постоянные 

интегрирования jA  и jB  выразить через усилия и пере-

мещения сечения стержня, совпадающего с началом 

координат. Эти усилия и перемещения и будут назы-

ваться начальными параметрами: 
0 ,y  

0 ,  
0M  и 

0Q  

(рис. 2). Или введем их приведенные величины: 
0 ,  

0 ,M  
0 ,Q  определяемые (5).  

 

Рис. 2. Схема метода начальных параметров 

Fig. 2. Scheme of the initial parameter method  

Подчинив (4), (7), (8) и (11) условиям при 0 

0 0 0 0, , ,y y M M Q Q      , получим следующую 

систему уравнений для определения постоянных 
1,A  

2 ,A  
1,B  

2 :B  

1 2 0 ,B B y   

1 1 2 2 0 ,A A     

 2 2

1 2 2 0 ,B B M       (12) 

2 2 1 2

1 2 0

1 2

.
A A

Q
 

    
  

 

Если значения постоянных 
1,A  

2 ,A  
1,B  

2 ,B  най-

денные из системы (12), подставить в зависимости (4), 

(7), (8) и (11), получим формулы метода начальных па-

раметров [17]: 

 
2 2

0 1 2 0 0 0 ;IV IIIy y F F M F Q F   
          (13) 
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0 1 2 0 0 0 ;V IVy F F M F Q F   
           (14) 
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VI V IVM y F F M F Q F   
      ; (15) 

4 4 2 2 2 2 2 2

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

IIIQ y F F M F Q F   
             , (16) 

где 

  2 1

2 2 3 3

2 1 2 1
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;

sh sh
F
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    

  (17) 
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;
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F
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
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     

  (18) 
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;

d F sh sh
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  (19)  
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d F
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
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   
4

2 2 1 14 2 2
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1
;IV

d F
F sh ch
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
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   
5
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d F
F ch ch
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         
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   
6

3 3

2 2 1 16 2 2

2 1

1
;VI

d F
F sh sh

d



         
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  (23) 

1  и 
2  – корни характеристического уравнения, кото-

рые могут быть вещественными, мнимыми или ком-

плексными числами в зависимости от величины и знака 

начальных параметров.  

Формулы (13)–(16), полученные В.Г. Чудновским, 

выражают перемещения и усилия в любом сечении ко-

леблющегося стержня в зависимости от начальных па-

раметров (см. рис. 2). Таким образом, данный подход 

дает возможность ответить на вопросы, касающиеся 

поперечных колебаний стержня, имеющего начальную 

кривизну, эксцентриситет ударной силы. Помимо этого, 

данный подход позволяет учесть поперечную нагрузку, 

действующую на стержень, а также прочие внешние 

факторы, в чем и состоит основная его ценность.  

При горизонтальном ударе однородного стержня  

о жесткую преграду с учетом собственного веса стерж-

ня, используя метод начальных параметров, выражение 

для прогиба торцевого сечения в соответствии с (13) 

запишем в виде 

 max 0 0 .IIIy M F Q F 
     (24)  

Здесь 
0M  и 

0Q  – соответственно изгибающий момент и 

поперечная сила в ударном сечении стержня, возни-

кающие при учете его собственного веса и рассчитан-

ные по формулам (5). Поскольку удар предполагается 

центральным и поворот ударного сечения относительно 

жесткой преграды отсутствует, начальные угол поворо-

та 0  и прогиб 0y  будут равны нулю. Коэффициенты 

IIIF
 и F

  будут зависеть от продольной силы ,N  воз-

никающей в стержне в процессе удара.  
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Определение продольной силы 

 

Для определения продольной силы N  используется 

волновая модель продольного удара однородного 

стержня о жесткую преграду [18, 24]. Решается волно-

вое уравнение  

 
2 2

2 2 2

( , ) 1 ( , )
0,

u x t u x t

x a t

 
 

 
 0 ,x l   (25) 

где ( , )u x t  – продольное перемещение поперечного се-

чения однородного стержня; x   координата сечения; t  

 время; a   скорость распространения продольной 

волны деформации. 

Начальные условия определяют состояние стержня 

перед ударом: при 
0 0t t   

 0

0

( , )
,

u x t
V

t





 0( , )

0.
u x t

x





 (26)  

Граничные условия определяют отсутствие силы в 

сечении x = 0 и равенство нулю скорости сечения x = l 

при взаимодействии однородного стержня с жесткой 

преградой: 

 
(0, )

0,
u t

x





 

( , )
0,

u l t

t





 если 

( , )
0.

u l t

x





 (27) 

Для решения волнового уравнения (25) применяется 

метод Даламбера [1, 3]: 

 ( , ) ( ) ( ),u x t f at x at x     0 ;x l    (28) 

( , )
( ) ( ),

u x t
f at x ' at x

x


    


  

 
( , )

[ ( ) ( )],
u x t

a f at x ' at x
t


    


 (29) 

где ( )f at x  – функция, описывающая прямую волну, 

распространяющуюся по стержню в направлении оси 

х; ( )at x   – функция, описывающая обратную волну, 

распространяющуюся по стержню в противоположном 

направлении; ( )f at x  , ( )' at x   − производные 

функций. 

Применим метод характеристик для построения по-

ля состояний (рис. 3) [18]. Наклонные линии определя-

ют прямые и обратные волны деформаций. Относи-

тельная продольная деформация, позволяющая в даль-

нейшем рассчитать продольную сжимающую силу N  

на рассматриваемый стержень (см. рис. 2), связана  

c параметрами прямых и обратных волн следующим 

образом: ( , ) ( ) ( ).x t f at x ' at x       Длительность 

деформированного состояния для произвольного сече-

ния определяется разностью ординат t, которые имеют 

точки наклонных линий для этого сечения. Следуя ме-

тодике определения величины относительной продоль-

ной деформации в [24], находим ( , ) 1x t   в течение 

периода времени t = l/a. Таким образом, при известной 

величине продольной силы 

  
0V

N EA
a

    (30) 

 

Рис. 3. Поле состояний 

Fig. 3. The area of states 

и продолжительности ее действия можно, используя 

метод начальных параметров, рассчитать прогиб y тор-

цевого сечения стержня и его скорость 
dy

y
dt

  в мо-

мент прекращения действия продольной силы N. Далее 

сечения стержня, имея приобретенную поперечную 

скорость y  и двигаясь по инерции до некоторого мак-

симального отклонения 
maxy  от положения равнове-

сия, начинают совершать свободные колебания. В ре-

альных условиях этот колебательный процесс будет 

затухающим. 

 

Вычисление максимального прогиба 

 

Максимальное отклонение торцевого сечения 

стержня от положения равновесия, которое и будет его 

максимальным прогибом, легко определится по извест-

ной формуле [7, 19–23] 

  

2

2

max 2

y
y y


  


,  (31) 

где y  – максимальный прогиб стержня, равный макси-

мальной координате торцевого сечения в момент пре-

кращения действия продольной силы N;   – цикличе-

ская частота свободных поперечных колебаний стержня 

при отсутствии продольной силы. Для расчета прогиба 

торцевого сечения относительная координата   прини-

мается равной единице.  

Учитывая первую форму поперечных колебаний 

( 1),n   как наиболее часто встречающуюся на практи-

ке, а также зависимость (30), имеем для сжатого стерж-

ня круглого поперечного сечения выражение цикличе-

ской частоты поперечных колебаний: 
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2

0

2 2

64
1 .

V l

d a


  


  (32) 

Анализируя формулу (32), можно заключить, что  

с ростом предударной скорости частота поперечных коле-

баний сжатого стержня   уменьшается и будет равна 

нулю при достижении продольной силы величины крP  по 

Эйлеру, что отмечено в работах [7], [17, 19–23, 25–32].  

Частоту свободных поперечных колебаний стержня 

 , имеющего свободный торец, по первой форме 1n   

можно рассчитать по формуле [25]  

  
2

3,5
.

EI

ml
   (33) 

Предполагая гармонический закон колебательного 

процесса стержня, имеем 

 
max sin( )y y t   и 

max cos( )y y t   .  (34) 

При малых значениях t  максимальная скорость 

торцевого сечения  

 
max .y y    (35) 

Подставляя значения частоты свободных колебаний 

стержня   и скорость y  в формулу (31), получим ис-

комый максимальный прогиб стержня, равный макси-

мальной амплитуде поперечных колебаний торцевого 

сечения 
max .y  В этом случае имеет место учет сил 

инерции, действующих на стержень при динамической 

нагрузке, что представляло в традиционных моделях 

расчета довольно сложную задачу. 

Пример 

Рассмотрим продольный удар однородного стержня 

об абсолютно жесткую преграду: l  1 м, d   0,05 м, 

предударная скорость 0V  1 м/с, материал – сталь СТ 5. 

Масса такого стержня составит 15,31 кг, которая при 

длине в 1 м будет равна погонной массе m . Цикличе-

ская частота   собственных поперечных колебаний 

стержня, рассчитанная по (33), будет равна 221,5 рад/с.  

Строим поле состояний при продольном ударе (см. 

рис. 3) и определяем относительную продольную де-

формацию 1   . Знак минус означает сжатие.  

По формуле (30) определяем продольную силу  

N  78,5 кН, которая для данного стержня меньше кри-

тической крP . Начальные параметры в ударном сече-

нии, связанные с собственным весом стержня:  

0M   75 Нм, 0Q  150 Н. Для удобства ведения расче-

та, учитывая (5) и (24), преобразуем выражения для  
2  и maxy  относительно 0V , d  и l :  

2

2 0

2

16
2,56;

V l

ad


    

4
4 ;

16
u


   

  
2

max 0 04

64
.IIIl

y M F Q lF
d E

 

 


  (36) 

Правильность составленных выражений (36) прове-

рена методом размерностей.  

Вычисляем корни характеристического уравнения 

по формулам (3):  

2 4
2 4

1 4,06;
2 4

u
 

      

  
2 4

2 4

2 1,5.
2 4

u
 

        (37) 

Подставляя значения (37) в формулы (19) и (20), учи-

тывая 1 1,i    получим 0,1,F

   0,354.IIIF    По-

сле подстановки этих значений в выражение (36) для 
maxy  

получим 
max 0,7y   мм. Однако такое значение прогиба 

возникает при постоянной продольной силе N. При крат-

ковременном ее действии стержень будет только выведен 

из положения равновесия и далее предоставлен самому 

себе. Для гармонического закона изменения поперечной 

координаты торцевого сечения стержня имеем (34) 

  0,7siny t  , мм.  (38) 

Циклическая частота колебаний кратковременно 

сжатого стержня, рассчитанная по (32), 153,7   рад/с. 

Отклонение свободного торца стержня при 
1

5000

l
t

a
   

с в соответствии с (38) будет равно 0,021 мм. В соот-

ветствии с (35) поперечная скорость торцевого сече-

ния 0,108 м/с. Тогда получаем максимальное откло-

нение торцевого сечения от положения равновесия 

при свободных колебаниях в соответствии с (31) 

max 0,5y   мм.  

Таким образом, если при горизонтальном продольном 

ударе стержня о жесткую преграду на стержень не дейст-

вуют никакие внешние распределенные силы, кроме его 

собственного веса, его максимальный прогиб будет не столь 

существенным. В иных случаях, когда на стержень воздей-

ствуют внешние, более интенсивные распределенные силы, 

например обтекание потоком жидкости или газа и прочие 

воздействия, прогиб может существенно увеличиться.  

В этом случае потребуется учет деформации сдвига и воз-

никающих касательных напряжений [30]. Это особенно 

существенно при рассмотрении композитов и деталей из 

дерева и прочих материалов, разрушение которых может 

происходить за счет разрушения связующего при сдвиге. 

 

Заключение 

 

Метод расчета величины прогиба однородного стерж-

ня при поперечных колебаниях, описанный выше, позво-

лил эффективно совместно применить метод начальных 

параметров и волновую модель продольного удара. Дан-
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ный метод дает возможность моделировать амплитуды 

поперечных колебаний однородных стержней при самых 

различных видах закрепления и характере ударного взаи-

модействия. Можно учесть изначальный эксцентриситет 

стержня при продольном ударе, а также начальное ис-

кривление. Метод начальных параметров позволяет про-

вести достаточно точный расчет, изменяя лишь начальные 

параметры: изгибающий момент, поперечную силу, на-

чальный угол поворота и начальное смещение.  

Особый интерес представляет применение данной 

методики в расчетах системы однородных и ступенча-

тых стержней, совершающих поперечные колебания 

при продольном ударе, которые часто встречаются  

в современных ударных механизмах. В строительной 

сфере актуален учет амплитуд поперечных колебаний 

жестко или шарнирно закрепленных стержней, являю-

щихся элементами ферм, рамных конструкций, а также 

колонн, стоек и проч.  
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