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ПРИМЕНЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО МОДАЛЬНОГО АНАЛИЗА  

ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ СЛОИСТОГО 

УГЛЕПЛАСТИКА  

Расчет модальных характеристик (собственных частот и форм), необходимых для того, чтобы исключить резо-
нансные колебания изделий из полимерных композиционных материалов (ПКМ), требует надежных данных о механи-
ческих характеристиках материала. Проблема состоит в большом (по сравнению с изотропными материалами) количе-
стве характеристик упругости, а также в том, что эти параметры зависят от широкого круга структурных и технологиче-
ских факторов. Данные о характеристиках материалов, приведенные в литературе, зачастую противоречивы и при 
проведении ответственных расчетов требуют дополнительной проверки.  

Цель настоящей работы – разработка методики идентификации параметров модели упругого поведения ПКМ по 
результатам экспериментального модального анализа. Объект исследования – слоистый углепластик на основе равно-
прочной углеродной ткани, широко применяемый в авиастроении.  

Для экспериментального определения собственных частот и форм колебаний используется метод сканирующей 
лазерной виброметрии, для расчетного модального анализа – метод конечных элементов. Модель материала – слои-
стый композит с ортотропными линейно упругими слоями. Задача идентификации параметров модели материала рас-
сматривается как задача минимизации расхождения расчетных собственных частот с экспериментальными. Для ее ре-
шения используется метод квазислучайного поиска.  

Разработанная методика может быть рекомендована для определения параметров модели материала, необхо-
димых для расчетов модальных характеристик изделий из ПКМ. 

Ключевые слова: полимерные композиционные материалы, механические характеристики, модальный анализ, 
метод конечных элементов. 
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APPLICATION OF EXPERIMENTAL MODAL ANALYSIS TO IDENTIFY  

THE PARAMETERS OF THE MODEL OF LAMINATED CARBON FIBER 

REINFORCED PLASTIC 

The calculation of modal characteristics (natural frequencies and vibration modes) of products made of polymer com-
posite materials, necessary to exclude their resonance oscillations, requires reliable data on the mechanical characteristics of 
the material. The problem is a large (in comparison with isotropic materials) quantity of elasticity characteristics, and also in the 
fact that these parameters depend on a wide range of structural and technological factors. Data on the characteristics of materi-
als, given in the literature, are often contradictory and require additional verification when carrying out responsible calculations. 

The purpose of this work is to develop a methodology for identifying models of elastic behavior of polymeric composite 
materials based on the results of experimental modal analysis using the example of laminated carbon fiber reinforced plastic. 
The object of investigation is a layered carbon fiber reinforced plastic based on an equally strong carbon cloth widely used in 
aircraft building.  

The method of scanning laser vibrometry is used for experimental determination of natural frequencies and modes of 
oscillations. For the numerical modal analysis, the finite element method is used. The material model is a layered composite 
with orthotropic linearly elastic layers. The task of identifying the material model is considered as the problem of minimizing the 
discrepancy between the calculated natural frequencies and the experimental ones. To solve it, the quasi-random search 
method is used.  

The developed method can be recommended for determination of parameters of material models for calculating modal 
characteristics of polymer composite products. 

Keywords: laminated carbon fiber reinforced plastic, mechanical characteristics, modal analysis, finite element method. 
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Введение 

Полимерные композиционные материалы (ПКМ), в частности углепластики, широко ис-
пользуются для изготовления нагруженных деталей самолетов и авиационных двигателей бла-
годаря возможности облегчения конструкции без снижения прочности [1–4]. Известно, напри-
мер, что использование ПКМ в конструкции планера самолетов Boeing 787 достигает 50 % по 
весу [2, 4]. Широкое применение ПКМ предусматривается при создании отечественных само-
летов и авиационных двигателей нового поколения [2, 3]. 

Одна из проблем применения ПКМ в авиастроении – обеспечение прочности в условиях 
вибраций, характерных для авиационной техники. При значительных амплитудах колебаний, 
которые могут возникнуть, например, в условиях резонанса, может произойти разрушение эле-
ментов конструкции из ПКМ, ведущее к опасным последствиям. Чтобы исключить резонанс-
ные колебания, надо еще на стадии проектирования рассчитывать модальные характеристики 
деталей: их собственные частоты и формы колебаний. В случае изделий из ПКМ такой расчет 
осложняется отсутствием надежных данных о механических характеристиках. Проблема состо-
ит в большом (по сравнению с изотропными материалами) количестве параметров, входящих в 
модель материала, а также в том, что эти параметры зависят от материалов волокон и связую-
щего, схемы армирования, технологических факторов [5, 6]. Так, например, модель ортотроп-
ного упругого материала содержит девять параметров. Их определение – трудоемкая экспери-
ментальная задача. Данные о характеристиках материалов, приведенные в литературе, зачастую 
противоречивы и при проведении ответственных расчетов требуют дополнительной проверки.  

Для расчетного анализа напряженно-деформированного состояния и модального анализа 
конструкций, в том числе из ПКМ, эффективно используется метод конечных элементов (МКЭ) 
(см, например, работы [7–12]). Из-за неопределенностей и допущений, неизбежных при моде-
лировании сложных конструкций, корректное применение МКЭ требует проведения верифика-
ции, а при необходимости – идентификации (настройки) конечно-элементных (КЭ) моделей по 
экспериментальным данным. Под идентификацией КЭ-модели понимается такое изменение ее 
параметров, которое сводит к минимуму отличия между расчетными и экспериментальными 
данными. В ряде работ последних лет [11–17] для этого используются результаты эксперимен-
тального модального анализа.  

В работе [12] корректировка КЭ-модели рабочего колеса турбины проводилась за счет 
подбора условных значений плотности материала и модуля Юнга, обеспечивающего мини-
мальное расхождение расчетных и экспериментальных значений собственных частот. Коррек-
ция проводилась с помощью коммерческой программы LMS Virtual.Lab Optimization. В работах 
[13, 14] параметрами, за счет которых выполняется настройка КЭ-модели по собственным час-
тотам, были условные жесткости отдельных конечных элементов. В работах [15, 16] идентифи-
кация КЭ-моделей рассматривается как задача многокритериальной многопараметрической оп-
тимизации. Для ее решения предлагается алгоритм, основанный на анализе чувствительности. 
В работе [17] результаты экспериментального модального анализа использовались для оценки 
эффективных характеристик свойств сотового заполнителя. Анализ публикаций по проблеме 
идентификации КЭ-моделей по данным экспериментального модального анализа показывает, 
что опыт идентификации КЭ-моделей применительно к конструкциям из ПКМ недостаточен.  

Цель настоящей работы – разработка методики идентификации параметров модели упру-
гого поведения ПКМ по результатам экспериментального модального анализа на примере 
слоистого углепластика. 

Объект исследования 

Объект исследования – слоистый углепластик ВКУ-39 на основе равнопрочной углерод-
ной ткани Porsher 3692 и связующего ВСЭ-1212, широко применяемый в авиастроении [3]. Ис-
следование проводилось на образцах, представляющих собой пластину длиной 250 мм, шири-
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ной 24,6 мм и толщиной 4,2 мм (рис. 1). Подобные образцы рекомендованы стандартом ASTM 
для определения механических характеристик ПКМ при растяжении и усталостных испы-
таниях [18, 19]. Образец состоит из 20 слоев углепрепрега 0,21 мм со схемой армирования 
(90/45/0/–45/0)*4. Масса образца 40 г. 

 

 
 

Рис. 1. Образец – пластина из углепластика 

Методика и результаты экспериментального модального анализа 

Задача экспериментального модального анализа (ЭМА) состояла в получении данных 
о собственных частотах и формах колебаний образца, необходимых для последующей иденти-
фикации расчетной модели. Современные средства ЭМА, в частности используемый в настоя-
щей работе метод сканирующей лазерной виброметрии, позволяют не только получать с высо-
кой точностью данные о собственных частотах, но и определять с высоким пространственным 
разрешением собственные формы колебаний. 

Методика ЭМА основана на представлении исследуемого объекта как колебательной 
системы с конечным числом n степеней свободы. Экспериментальное определение собствен-
ных частот системы и соответствующих собственных форм базируется на анализе матрицы пе-
редаточных функций [H], каждый элемент которой представляет собой результат измерений 
отдельной частотной характеристики как отношения [20, 21]  

 ( ) ( ) / ( ),ij i jH X Fω = ω ω    i , j = 1, …, n,  (1) 

где Xi(ω) – частотная функция реакции в виде скорости или ускорения для i-й степени свободы 
(СС) на воздействие Fj(ω), соответствующее j-й СС; ω – частота.  

При сканирующей лазерной виброметрии к одной СС объекта i прикладывается воздей-
ствие в виде внешней силы, а реакция в виде виброскорости измеряется во множестве СС  
j = 1, …, n при их последовательным сканировании [21–24]. Далее по соотношению (1) опреде-
ляются компоненты матрицы передаточных функций Нij(ω). Собственные частоты определяют-
ся по пикам на замеренной амплитудно-частотной характеристике (АЧХ) Нij(ω). Для определе-
ния собственной формы колебаний одна из степеней свободы принимается опорной и прово-
дится серия измерений амплитуд виброскорости для всех СС при соответствующем значении 
модальной частоты. Число степеней свободы n при ЭМА выбирается так, чтобы обеспечить 
достаточное пространственное разрешение для надежного представления форм колебаний.  

Принципиальное достоинство метода сканирующей лазерной вибромерии – бесконтакт-
ное измерение вибраций, благодаря чему колебательная система не искажается введением в нее 
дополнительных масс датчиков и жесткости кабелей, препарировка объекта датчиками не тре-
буется. Другое достоинство – высокая пространственная разрешающая способность: плотность 
точек измерения отклика ограничена только точностью фокусировки лазера [21]. 

При проведении экспериментального модального анализа исследуемого образца исполь-
зовалась методика, основанная на применении трехкомпонентного сканирующего лазерного 
виброметра Polytec PSV400-3D [23–25]. Он представляет собой исследовательский лазерно-
цифровой измерительный комплекс, измерение виброскорости в котором основано на исполь-
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зовании эффекта Доплера. PSV400-3D со-
стоит из трех оптических сканирующих 
лазерных головок, модуля сканирования 
геометрии и системы управления на базе 
промышленного компьютера. 

Исследуемый образец закреплялся на 
жесткой металлической раме в податливых 
упругих подвесах (рис. 2). Такая схема, 
часто используемая в экспериментальном 
модальном анализе, позволяет максималь-
но приблизить условия закрепления к от-
сутствию ограничений на перемещения 
(«свободный подвес»), удобному для вос-
произведения в последующих расчетах. 
Возбуждение колебаний осуществлялось с помощью акустического динамика. На него пода-
вался сигнал, изменяющийся во времени по гармоническому закону с постоянной амплитудой 
и возрастающей до 6400 Гц частотой (Periodic Chirp). Проведено пять экспериментов с различ-
ными параметрами сетки сканирования, которая включала в себя от 25 до 165 узлов. 

На рис. 3 приведена в качестве примера АЧХ образца. В исследованном диапазоне частот 
выявлено восемь собственных форм колебаний. В табл. 1 приведены значения собственных 
частот колебаний, полученные в пяти экспериментах. Рассеяние экспериментальных данных 
в табл. 1 оценивается значениями коэффициента вариации, который лежит в пределах 0,57 %, 
что свидетельствует о высокой точности экспериментального определения собственных частот. 

 

 
 

Рис. 3. Пример АЧХ образца 
 

Таблица 1 

Результаты определения собственных частот колебаний, Гц 

Номер эксперимента / число точек сканирования № 
п/п 1 / 25 2 / 51 3 / 51 4 /165 5 /165 

Среднее  
значение 

Коэффициент  
вариации, % 

1 363 364 360 365 365 363,4 0,571 

2 995 998 998 998 998 997,4 0,135 

3 1760 1765 1764 1762 1762 1762,6 0,111 

4 1935 1943 1941 1941 1944 1940,8 0,180 

5 3178 3181 3177 3181 3181 3179,6 0,061 

6 3540 3551 3556 3548 3549 3548,8 0,164 

7 4694 4702 4690 4688 4700 4694,8 0,130 

8 5342 5378 5371 5374 5381 5369,2 0,292 

 

Рис. 2. Экспериментальная установка: 1 – образец;  
2 – лазерный виброметр; 3 – акустический  

возбудитель колебаний 
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Собственные формы колебаний приведены в табл. 2. Среди них пять изгибных и три кру-
тильных формы. Эти собственные формы используются для последующего сравнения с расчет-
ными при оценке точности расчетов. 

 
Таблица 2 

Собственные частоты и формы колебаний пластины: эксперимент и расчет 

Эксперимент Расчет МКЭ № 
п/п Собственная форма 

колебаний 
Собственная 
частота, Гц 

Собственная форма  
колебаний 

Собственная 
частота, Гц 

Расхож-
дение,  

% 

1-я изгибная 363 
 

389,0 7,05 

2-я изгибная 997 
 

1063,2 6,60 

1-я 
крутильная  

1763 1744,7 –1,02 

3-я изгибная 1940 2057,4 6,01 

4-я изгибная 
 

3180 

 

3342,9 5,14 

2-я 
крутильная 

3548 3505,2 –1,23 

5-я изгибная 
 

4695 4890,0 4,16 

3-я 
крутильная 

 

5360 5295,9 –1,37 

 

Методика и результаты расчетного модального анализа 

Для расчетного модального анализа использовался метод конечных элементов (МКЭ). 
При пренебрежении демпфированием собственные колебания конечно-элементной модели c n 
степенями свободы описываются в матричной форме уравнением [7, 26] 

[ ]{ } [ ]{ } 0,M u K u+ =  

где [K] и [M] – матрицы жесткости и масс; {u} и { }u  – векторы перемещений и ускорений в уз-
лах конечно-элементной (КЭ) модели.  

Это уравнение имеет вещественное периодическое решение вида 0{ } { }cos ,u u t= ω  если 

выполняется условие  

( )2
0[ ] [ ] { } 0.K M u−ω =  

Задача расчета собственных частот и форм колебаний сводится к задаче о собственных 
значениях ωk и векторах 0{ } ,ku  которые обращают в ноль определитель: 

2det [ ] [ ] 0.K M−ω =  
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Поставленная задача решалась мето-
дом   конечных элементов в пакете ANSYS 
Workbench. Принималось, что образец-пласти-
на свободна от ограничений на перемещения 
(«свободный подвес»). Конечно-элементная 
модель состоит из восьмиузловых призматиче-
ских элементов (рис. 4), при этом в рамках од-
ного элемента объединяются все 20 слоев углепластика, ориентированных различным образом. 
Характерный размер элементов в плоскости пластины выбирался на основе оценки сходимости 
результатов расчета собственных частот. Серия расчетов с размерами элементов от 5 до 1,25 мм 
показала, что при размере элемента 2,5 мм (около 1000 элементов) имеет место сходимость 
значений первых восьми собственных частот с погрешностью в пределах 0,3 %.  

Модель материала образца – слоистый композит с ортотропными линейно упругими 
слоями. Принималось, что различно ориентированные слои композита деформируются совме-
стно без проскальзывания. Технические упругие постоянные углепластика принимались как по 
результатам испытаний стандартных образцов (для E11, E22, G12), так и по оценочным данным из 
работ [3, 25, 27] (табл. 3). 

 

Таблица 3 

Характеристики* материала ВКУ-39  

Источник ρ, кг/м3 E11, ГПа E22, ГПа E33, ГПа G12, ГПа G13, ГПа G23, ГПа ν21 ν13 ν32 

По данным  
[3, 23, 25] 

1580 63,9 63,9 20 4,8 2,7 2,7 0,04 0,3 0,3 

После иден-
тификации 

1580 70,2 67,4 18,3 4,2 2,9 2,6 0,04 0,3 0,3 
 

* Обозначения: E11 – модуль упругости вдоль основы; E22 – модуль упругости поперек основы;  
E33 – модуль упругости поперек плоскости слоя; G12, G13, G23 – модули сдвига; ν21, ν13, ν32 – коэффициенты 
Пуассона, ρ – плотность. 

 
В результате расчетного модального анализа в диапазоне до 6400 Гц выявлено пять  

изгибных собственных форм колебаний, три крутильных, а также две изгибные в плоскости 
пластины. В описанном выше экспериментальном исследовании две последние вследствие 
причин методического характера выявлены не были. Остальные собственные формы совпали 
с экспериментальными (см. табл. 2). Значения соответствующих собственных частот также 
приведены в табл. 2. Расхождение расчетных и экспериментальных значений собственных час-
тот лежит в пределах 7 %. В некоторых практически важных случаях такая точность расчета 
собственных частот может оказаться недостаточной для отстройки от резонансных колебаний 
детали.  

Идентификация параметров модели материала на основе результатов  
экспериментального модального анализа 

Цель идентификации (настройки) модели материала состояла в уточнении характеристик 
материала: модулей упругости вдоль основы E11 и поперек основы E22, модуля упругости попе-
рек плоскости слоя E33, модулей сдвига G12, G13, G23 и коэффициентов Пуассона ν21, ν13, ν32. Для 
идентификации использовались результаты экспериментального модального анализа – собст-
венные частоты и формы колебаний образца.  

Задача идентификации модели материала рассматривается как задача оптимизации [28, 
29] с целевой функцией:  

 
 

Рис. 4. Конечно-элементная модель образца 
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где ipf  и ief  – расчетное и экспериментальное значения i-й собственной частоты; iα  – весовые 

коэффициенты. 
Параметрами управления считаются характеристики материала E11, E22, E33, G12, G13, G23, 

ν21, ν13, ν32. В качестве ограничений на параметры управления принималось отклонение от ис-
ходного значения на ±8 %. 

В соотношении (2) важно, чтобы расчетные и экспериментальные значения собственных 
частот соответствовали одним и тем же собственным формам. В настоящей работе сравнение 
расчетных и экспериментальных собственных форм проводилось на основании анализа их ани-
мационного представления. В более сложных случаях для этого может быть использован ана-
лиз MAC-матрицы [21]. 

Для решения задачи оптимизации использовался метод квазислучайного поиска. Весовые 
коэффициенты были приняты равными единице. Квазислучайный поиск включал в себя 
100 реализаций.  

В результате расчетов был получен набор параметров управления, при котором це-
левая  функция (2) снизилась по сравнению с исходным значением в три раза. Эти значения 
приведены в табл. 3. Полученные для этих параметров значения собственных частот приве-
дены в табл. 4. Расхождение с экспериментальными данными составляет 3,9 % для крутиль-
ных  форм колебаний и 2,9 % для изгибных форм, что значительно лучше, чем до идентифи-
кации. 

 
Таблица 4 

Погрешность расчета собственных частот колебаний образца 

Расчет МКЭ без идентификации Расчет МКЭ после идентификации № 
п/п 

Эксперимент, 
собственная 
частота, Гц 

Собственная 
частота, Гц 

Расхождение  
с экспериментом, % 

Собственная 
частота, Гц 

Расхождение  
с экспериментом, % 

1-я изгибная 363 389,0 7,05 374 2,9 

2-я изгибная 997 1063,2 6,60 1022 2,4 

1-я крутильная 1763 1744,7 –1,02 1699 –3,8 

3-я изгибная 1940 2057,4 6,01 1980 2,0 

4-я изгибная 3180 3342,9 5,14 3220 1,2 

2-я крутильная 3548 3505,2 –1,23 3414 –3,9 

5-я изгибная 4695 4890,0 4,16 4717 0,5 

3-я крутильная 5360 5295,9 –1,37 5158 –3,9 

  
На рис. 5 приведена диаграмма, демонстрирующая чувствительность четырех низших 

собственных частот колебаний к параметрам материала. Видно, что чувствительность собст-
венных частот, а значит, и целевой функции к параметрам материала неодинакова. Наибольшее 
влияние на все собственные частоты колебаний оказывает модуль упругости в направлении ос-
новы E11, существенно меньшее – E22. К модулям сдвига целевая функция чувствительна слабо. 
Влияние модулей сдвига и модуля упругости в направлении утка на крутильную форму коле-
баний несколько больше, чем на изгибные формы.  

Этот вывод можно использовать для уменьшения трудоемкости расчетов по идентифика-
ции моделей подобных материалов. 
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Рис. 5. Оценка чувствительности расчетных собственных частот к параметрам материала:  

1 – E11; 2 – E22; 3 – G12; 4 – G23 

Заключение 

В результате проведенного исследования отработана методика идентификации парамет-
ров модели упругого поведения слоистых ПКМ на основании экспериментальных данных о 
модальных характеристиках (собственных частотах и формах колебаний) образцов. Основные 
элементы методики сводятся к следующему. 

В качестве образца для исследований используется рекомендованная стандартами ASTM 
для испытаний на растяжение и  усталость пластина прямоугольной формы. Образец крепится 
в податливых эластичных подвесах таким образом, чтобы условия закрепления – отсутствие 
ограничений на перемещения – были максимально приближены к реализуемым в расчетах. 

Для проведения экспериментального модального анализа рекомендуется трехкомпонент-
ная сканирующая лазерная виброметрия, с помощью которой настоящей работе удалось полу-
чить собственные частоты колебаний образца из ПКМ в диапазоне частот до 6400 Гц с весьма 
незначительным рассеянием (в пределах 0,5 %), а собственные формы – с высоким пространст-
венным разрешением. 

Используемая для идентификации конечно-элементная модель образца должна обеспечи-
вать сходимость результатов расчета собственных частот также в пределах 0,5 %. Для решения 
задачи оптимизации может быть эффективно использован метод квазислучайного поиска. В ка-
честве параметров управления для слоистых ПКМ на тканой основе можно ограничиться моду-
лями упругости E11 и E22 . 

Разработанная методика может быть рекомендована для определения параметров модели 
материала, необходимых для расчетов модальных характеристик изделий из ПКМ. 
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