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ИНСТИТУТА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ ФИЗИКИ 

Современные суперкомпьютеры содержат тысячи вычислительных узлов и сопроцессо-
ров. Для того чтобы использовать такие мощности, необходимо разрабатывать эффективные па-
раллельные методы и программы, в том числе и для решения систем линейных алгебраических 
уравнений. В статье представлен обзор библиотеки PMLP/ParSol и пакета «ЛОГОС.Аэрогидро-
механика», позволяющих проводить подобные вычисления с использованием распараллелива-
ния средствами MPI и OpenMP. Представлены результаты экспериментов на модельных задачах 
распространения тепла, обтекания вязким турбулентным газом, задачах деформации твердого 
тела, диффузии жидкости в пористой среде и расчете дебита нефтяного пласта. Количество за-
действованных вычислительных ядер при этом достигало ~104. 

К основным методам параллельного решения СЛАУ, реализованным и используемым  
в комплексе LParsol, относятся параллельный метод Шварца (варианты MPI и OpenMP) и алгеб-
раический многосеточный метод (AMG, селективный и агрегативный). В качестве итерационных 
решателей используются предобусловленные решатели CG и BiCGStab. Предобусловливателя-
ми могут выступать различные многопоточные варианты неполного ILU/IC-разложения. 

Одним из преимуществ библиотеки PMLP/ParSol является возможность использования 
имеющихся конструкций, сохраняющихся на потоке СЛАУ, что позволяет снизить затраты при 
вычислениях, например на построение предобусловливателя. Кроме того, имеется возможность 
адаптивной подстройки решателя к изменяющимся по сложности СЛАУ в потоке. 

Результаты представленных экспериментов показывают, что библиотека PMLP/ParSol 
пригодна для решения СЛАУ, возникающих в задачах из различных областей вычислительной 
математики. Комплекс библиотек LParSol используется во многих пакетах программ Российского 
федерального ядерного центра – Всероссийского научно-исследовательского института экспе-
риментальной физики. 

Ключевые слова: системы линейных алгебраических уравнений, многосеточный метод, 
метод Шварца, OpenMP, MPI, масштабируемость, высокопроизводительные вычисления. 
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It is widely known, that modern supercomputers contain thousands of computational nodes and 
co-processors. Making this power work for our needs requires exploiting effective parallel methods and 
programs, including programs for solving systems of linear algebraic equations. This article presents a 
review of PMLP/ParSol library and “LOGOS.Aerohydromechanics” package, which allow such computa-
tions, using MPI and OpenMP facilities. The results of experiments in problems of heat diffusion, viscid 
turbulent gas flow, solid body distortion, fluid diffusion in porous medium, production rate simulations 
are shown. The number of utilized computational cores is approximately 104. 

The main methods of parallel SLAE solving, which are implemented in LParSol, are parallel 
Schwartz method (MPI and OpenMP variants) and algebraic multigrid method (AMG, selective and ag-
gregative). Preconditioned solvers like CG and BiCGStab are used as iterative solvers. Different ver-
sions of incomplete ILU/IC factorization are used as preconditioners. 

One of the main advantages of PMLP/ParSol library is the ability of utilizing structures, which 
remain the same on the flow of SLAEs. This allows reducing computational overhead for building a pre-
conditioner, for example. Moreover, there is an option of adaptive solver adjustment for SLAEs in the 
flow, while their difficulty is changing. 

The results of experiments presented show, that PMLP/ParSol library is suitable for solving 
SLAEs, which arise from problems of different computational mathematics fields. LParSol library com-
plex is used in lots of program packages of Russian Federal Nuclear Center – All-Russian Research In-
stitute of Experimental Physics. 

Keywords: systems of linear algebraic equations, multigrid method, Schwartz method, 
OpenMP, MPI, scalability, high performance computing. 

 

Введение 

В пакетах параллельных программ «ЛОГОС.Аэрогидромеха-
ника», «ЛОГОС.Прочность», «НИМФА» [1–3], ряде программ модели-
рования задач ядерной энергетики применяются неявные методы и, со-
ответственно, решатели разреженных СЛАУ. Предшествующие рабо-
ты по теме доклада отражены в статьях [4–6].  

Если ранее основным средством достижения параллелизма явля-
лось использование MPI, то в последнее время повысилась актуаль-
ность использования добавочно возросшего многопоточного и вектор-
ного параллелизма современных и будущих процессоров.  
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Представлены отвечающие этой тенденции реализации алгебраи-
ческого многосеточного метода, аддитивного метода Шварца, симмет-
ричного метода Гаусса–Зейделя, неполного разложения ILU0/IC0, ите-
рационных решателей CG и BiCGStab, выполненные в библиотеке 
PMLP/ParSol комплекса библиотек LParSol и пакете «ЛОГОС.Аэрогид-
ромеханика». В комплекс библиотек LParSol помимо PMLP/ParSol 
входят также библиотеки параллельных многопоточных решателей 
СЛАУ TParFBSS [7] и массивно-параллельных решателей VC RAN 
SLAU [8]; интерфейсы вызовов мультипоточного решателя Intel 
PARDISO [9] и параллельного предобусловливателя AMG библиотеки 
Hypre [10] в качестве предобусловливателей итерационных решателей 
PMLP/ParSol. В LParSol входит также некоторый инструментарий1. 

Постановка задачи и общие сведения о библиотеке 

Для распределенной СЛАУ A×x = b, где A – N×N матрица, b – 
вектор, найти вектор 

− хn итерационно: || b – A×xn || < ε || b ||, ε <<1; n << N, tn ~ O(N), xn, 
x0 – векторы; 

− x прямым методом; далее х при необходимости уточнить ите-
рационно. 

В PMLP/ParSol комбинация М×(А×х = b) – preconditioner×solver 
выполняет решение СЛАУ в подпространствах Крылова (r0, A×r0, 
A2×r0,…, An×r0). В PMLP/ParSol реализованы параллельные многопо-
точные итерационные решатели2:  

− CG_mpiomp(A,b,x,preconditioner,crit, ε, ierr) – сопряженных 
градиентов,  

− BiCGStab_mpiomp(…) – бисопряженных градиентов стабили-
зированный,  

− BiCGStab2_mpiomp(…) – дважды бисопряженных градиентов 
стабилизированный;  

 

                                                 
1 Тестовая система и средства анализа СЛАУ, параллельная библиотека графов 

ParMatruz (разбиение графа, сужение ленты матрицы [11], раскраска графа), параллельный 
спектральный решатель SPD-матриц VC_RAN_Eigen [12]. 

2 Обозначим …_seq или …, ..._mpi, …_omp, …_mpiomp – последовательную, парал-
лельную, многопоточную и параллельную многопоточную функцию…, где для распараллели-
вания использованы средства MPI [13], OpenMP [14]. 
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последовательные предобусловливатели: 
− IC0(A,М,∆b,∆x), ILU0(…), ICt(…,τ), ILUt(…,τ) – неполные разло-

жения матрицы [15],  
− IC2(…, τ1, τ2) – второго порядка точности разложение симмет-

ричной матрицы [16],  
− AMG(…, smooth, …) – селективный алгебраический многосе-

точный [17];  
многопоточные предобусловливатели (на общей памяти): 
− ILU0_omp(…), ILUt_omp(…, τ)3,  
− AMG_omp(…, smooth_omp, …), 
− Schwartz_omp(…, precond_seq, cross, …) – блочный с перекры-

тием метод Шварца [15];  
параллельные (на распределенной памяти) многопоточные пре-

добусловливатели:  
− AMG_mpiomp( …, smooth, …), 
− Schwartz_mpi( …, precond_omp, cross, …), 
− CGC_mpi(A,Mc,coarse_cells_nums) × Schwartz_mpi(A,M,precond_ 

omp, …) – усилитель блочного предобусловливателя коррекцией по-
правки на грубой сетке4. 

Охарактеризуем перечисленные методы. Блочные методы дейст-
вуют в каждом домене (подобласти) СЛАУ независимо, полусквоз-
ные – в группе доменов, сквозные – во всей СЛАУ. Так, итерационные 
решатели CG_mpiomp, BiCGStab_mpiomp, точечный предобусловлива-
тель Якоби (обратная диагональ), предобусловливатель AMG_mpiomp 
являются сквозными методами; предобусловливатели ILU0_omp, 
ILUt_omp(τ), AMG_omp являются сквозными в узле с общей памятью  
и полусквозными при использовании в Schwartz_mpi. Последователь-
ные предобусловливатели становятся блочными многопоточными при 
использовании в Schwartz_omp. Многопоточные предобусловливатели 
становятся полусквозными или дважды блочными параллельными при 
использовании в Schwartz_mpi5, который, в свою очередь, становится 
подобным сквозному с усилителем CGC_mpi.  

                                                 
3 Полное разложение с отсечением по малости значения пока только для блочно-

трехдиагональной части матрицы. 
4 Coarse Grid Correction [18]. 
5 Например, Schwartz_mpi(IC0_omp, …) – полусквозной, а Schwartz_mpi(Schwartz_omp 

(IC0, …), … ) – дважды блочный. 
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Многопоточный режим решения СЛАУ в PMLP/ParSol использу-
ется на гомогенных параллельных ЭВМ и находится в стадии оптими-
зации к гетерогенным параллельным ЭВМ. 

В «ЛОГОС.Аэрогидромеханика» реализованы сквозные 
MPI×OMP решатели: 

− SGS_mpiomp(A,b,x,rtol) – многоцветный и конвейерный реша-
тель Гаусса–Зейделя, 

− DILU_mpiomp(…) – многоцветный и конвейерный диагональ-
ный ILU0, 

− AgAMG_mpiomp(…, nAggCell, smootherf, smootherс, nStepRconst) – 
агрегативный AMG для нескольких неизвестных с одной ведущей не-
известной в каждой ячейке сетки, где  

− А – распределенная матрица с перекрытиями между MPI-
областями в один слой; 

− nAggCell – число агрегируемых ячеек в одну грубую ячейку; 
− smootherf – сглаживатель SGS_mpiomp / DILU_mpiomp под-

робных уровней; 
− smootherс – сглаживатель грубых уровней (=smootherf или мно-

гоцветный DILU/SGS); 
− nStepRconst – число СЛАУ с постоянным агрегированием ячеек. 
Планируется включение AgAMG в PMLP/ParSol в качестве па-

раллельного многопоточного решателя и предобусловливателя для ис-
пользования в других приложениях. 

Особенности решения СЛАУ в библиотеке PMLP/ParSol 

Библиотека PMLP/ParSol позволяет воспользоваться некоторыми 
структурами, общими для нескольких СЛАУ, использовать одинарную 
и двойную точность предобусловливания, что способствует сокраще-
нию затрат на решение СЛАУ, задавать разные решатели для решения 
СЛАУ разного типа в одной задаче на одном и разных множествах 
процессоров, адаптивно подстраиваться к сложности СЛАУ, что по-
зволяет «подогнать» решатель к стадии счета задачи, физическому 
процессу [19]. Например, в задаче газовой динамики с лучистой тепло-
проводностью применение CGC_mpi(…) × Schwartz_mpi(…) × 
BiCGStab_mpi(…) для решения только первых двух СЛАУ и 
Schwartz_mpi(…)×BiCGStab_mpi(…) для остальных СЛАУ в итерациях 
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по нелинейности на каждом временном шаге ускорило счет в 1,4 раза. 
Другой пример приведен в табл. 1 для BiCGStab_mpi с разными предо-
бусловливателями.  

 
Таблица 1 

Затраты решателей СЛАУ в задаче распространения тепла* 

Предобусловливатель 
Время решения (с)  
(процент от общего  
времени задачи) 

Число итераций:  
общее / среднее / макси-

мальное 
AMG_mpi(GS, …). 151 (88 %) 1140 / 30 / 35 

AMG_mpi(GS, P = const, …) 140 (89 %) 1145 / 30 / 36 

JacobiBlock_mpi(ILU0) 464 (98 %) 13101 / 345 / 381 
 

* Решение 38 СЛАУ в «ЛОГОС.Тепло» на 12 ядрах, 1,6 млн ячеек. 

 
Использование AMG здесь экономичнее блочного ILU0. Приме-

нение матрицы пролонгации P (и матрицы рестрикции) на всем потоке 
38 СЛАУ с одинаковым портретом матриц, вычисленных при решении 
первой СЛАУ, заметно ускорило счет задачи. 

Пользователь подает решателю из библиотеки PMLP/ParSol свою 
(локальную) часть распределенной матрицы, вектора правой части и 
начального приближения, и решатель СЛАУ выдает решения в распре-
деленный вектор начального приближения. Распределение строк мат-
рицы и векторов по процессам должно совпадать. В блоке решателя 
СЛАУ комплекса «ЛОГОС.Аэрогидромеханика» локальная часть мат-
рицы MPI-процесса дополнена строками в конце, которые соответст-
вуют граничащим неизвестным соседних подобластей. Характеристи-
ки матриц СЛАУ пакетов Российского федерального ядерного центра – 
Всероссийского научно-исследовательского института эксперимен-
тальной физики (РФЯЦ–ВНИИЭФ), решаемых решателями: 

− вещественные, разреженные, невырожденные, распределенные, 
размером N – до 1010; 

− нерегулярные и регулярные, хорошо и плохо обусловленные; 
− несимметричные и симметричные, не обязательно положитель-

но определенные; 
− точечные и мелкоблочные (с постоянным размером блока не-

нулевых коэффициентов). 
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Примеры решения СЛАУ в гражданских пакетах  
РФЯЦ–ВНИИЭФ 

Далее продемонстрируем возможности решателей СЛАУ на кла-
стере в задачах: аэродинамики; прочности; сжатия мишени рентгенов-
ским излучением в лазерной установке; гидрогеологии; нефтедобычи.  

В задаче аэродинамики (пакет ЛОГОС.Аэрогидромеханика)  
показано применение AgAMG_mpiomp для решения мелкоблочной 
(блоки 5 × 5) СЛАУ с адаптивной техникой переиспользования струк-
тур грубых матриц. На рис. 1 представлены результаты 3D-расчета  
стационарных АДХ крыла: тест ONERA M6, обтекание вязким тур-
булентным газом, модель турбулентности – SA; расчетная сетка  
~1,9 млн ячеек; число неизвестных и размер СЛАУ ~10 млн. 

 

 

 

а б 

 

 
 

 
 в 
 

Рис. 1. Фрагмент сетки теста ONERA M6 (a), потребление памяти при использовании 
средств MPI и OpenMP (б) и эффективность распараллеливания при адаптивном  

перестроении пирамиды матриц AgAMG (в) 
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                              а                                                              б 
Рис. 2. Эффективность (a) решения СЛАУ большой модельной задачи турбулентного 
обтекания конуса с цилиндром (б) вязким сжимаемым газом: 264,5 млн ячеек сетки  

с пятью неизвестными, 1,3 млрд уравнений 

 
Отметим: 1) снижение потребления оперативной памяти  

(рис. 1, б) при замене MPI-процессов OpenMP-потоками в многоядер-
ном вычислителе с общей памятью благодаря сокращению окаймле-
ний; 2) повышение экономичности решения потока СЛАУ с одинаковым 
портретом матриц (рис. 1, в) за счет использования структуры всей пи-
рамиды матриц от предыдущей СЛАУ6; 3) решение больших СЛАУ 
(~1,3×109 уравнений, рис. 2, б) с высокой эффективностью распаралле-
ливания (не менее 92 %, рис. 2, а) на (0,5…4)×103 процессорных ядрах. 

Задачи стационарной прочности (~107 DOF, пакет «ЛОГОС.Проч- 
ность», рис. 3), СЛАУ которых не решались из-за ресурсных ограниче-
ний прямым решателем Intel СPARDISO [9], решены итерационным 
решателем CG, предобусловленным методом Шварца с локальным не-
полным разложением IC2(tau1, tau2) и локальным полным разложени-
ем Intel PARDISO.  

При решении линейной задачи деформирования вращающегося 
вентилятора (рис. 3, а) использовалось: 6 млн узлов сетки, три неиз-
вестных в узлах сетки, СЛАУ ~1,3 млрд коэффициентов (декомпози-
ция раскрашена). Решены на 128 MPI × 1 нить (16node × 8mpi × 1omp): 
1) Schwartz_mpi( IC2(1e-3), …) × CG_mpi(e-7); 2) Schwartz_mpi 
(PARDISO, …) × CG_mpi(e-7). Решены на 128MPI × 2нити (16node × 
8mpi × 2omp): 3) Schwartz_mpi( PARDISO_omp, …)×CG_mpiomp(e-7) 
                                                 

6 Это соответствует пролонгации агрегирующей силы связи ячеек с одной СЛАУ на не-
сколько следующих. 
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на 128MPI × 4нити (32node × 8mpi × 4omp); 4) Schwartz_mpi 
(PARDISO_omp, …)×CG_mpiomp(e-7). 

При решении задачи упругопластического деформирования бру-
са, закрепленного с левого торца и нагружаемого поверхностным дав-
лением, приложенным к верхней грани (напряжения раскрашены), вы-
полнено восемь решений СЛАУ до достижения статического равнове-
сия (число СЛАУ = 8), которые решались Schwartz_mpi( IC2(tau), …) × 
× CG_mpi(e-7) на 1–256 ядрах (1 × 16 узлов): количество узлов КЭ-мо-
дели 1 828 288, количество 6-гранных 8-узловых элементов 1 766 010; 
размер прочностной – СЛАУ 5 470 080. 

 

     
                      а 
                                                                                     б 

Рис. 3. Решение большеразмерных модельных задач прочности вентилятора (а),  
бруса (б) 

 

Отметим: 1) большие задачи стационарной прочности решены  
в параллельном многопоточном режиме; 2) применение Intel PARDISO 
и IC2 в предобусловливателе Шварца обеспечило решение СЛАУ,  
недоступное прямому параллельному решателю Intel СPARDISO.  

В задаче моделирования (пакет «ЛАСМ», рис. 4, 5) обжатия рент-
геновским излучением термоядерной мишени в будущей лазерной ус-
тановке УФЛ-2М расчет температуры электронов и ионов модели не-
равновесного излучения выполняется с применением решателей 
СЛАУ. Использовалась сетка цилиндрическая: 200 строк, 200 столб-
цов, 30 плоскостей – 1,2 млн ячеек; 27-точечный шаблон. Считалось 
19 временных шагов с постоянным шагом. Выполнялось 7–15 нели-
нейных итераций на шаге. 
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                                  a                                                     б 
 

 
 в 

 

Рис. 4. Распределение температур в капсуле: а – фотонов; б – электронов;  
в – ионов 

 

             
                              а                                                        б 
 

Рис. 5. Сравнение разных методов решения (a) и масштабирование наилучших  
в этой задаче (б) 

 
В одной из задач испытывались следующие решатели СЛАУ: 
1) JacobiBlock_mpi( ILU0_float )×BiCGStab_mpi(e-7); 
2) Schwartz_mpi(…,cross=4,ILU0_float)×BiCGStab_mpi(e-7); 
3) Schwartz_mpi(…,cross=4,ILUt_float(tau=0,001))×CG_mpi (e-7); 
4) Schwartz_mpi(…,cross=4,IC2(tau1=0.01,tau2=0001))×CG_mpi(e-7); 
5) Schwartz_mpi (…,cross=4,IC0_float)×CG_mpi(e-7); 
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на каждой итерации решались две 27-точечных СЛАУ для нахождения 
Tions, Тelectrons. 

Отметим: 1) возможность предобусловливания с разной точно-
стью (float – одинарной или double – двойной); 2) разнообразие непол-
ных разложений, дающих возможность выбора оптимального для зада-
чи или стадии счета; 3) ускорение решения СЛАУ с увеличением числа 
процессоров в режиме строгого масштабирования (до 2500 уравнений 
по 27 коэффициентов на каждое процессорное ядро). 

В задаче гидрогеологии (пакет «НИМФА», ~109 уравнений, 
рис. 6) показано решение на ~104 ядрах большой СЛАУ диффузии 
жидкости в пористой среде. Использовалась модель однофазной 
фильтрации. Тестовая задача SPE1 общества Petroleum Engineers. Ре-
шение искалось неявно по давлению и явно по насыщенности; сетка – 
нерегулярная; число ячеек 350–1100 млн; одна неизвестная в ячейке; 
шаг по времени (τ) 0,01–1,0 сут. 

 

               
 

                       а                                                       б 
 

nMegaEqs τ, days nMPI nMegaEqs/s nIters Speedup 

346,8 1 1800 5,8 560 1,0 

346,8 1 3600 18,3 499 3,2 

693,6 1 3600 8,3 777 1,4 

1109,0 1 21600 36,9 1118 6,4 

1109,0 0,1 21600 92,4 435 – 

1109,0 0,01 21600 112,0 123 – 

в 
 

Рис. 6. Распределение давления (а), вид сетки (б), производительность  
(млн уравнений/с) решения СЛАУ (в) 
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Здесь СЛАУ получена на первом шаге (самая трудная),  
использовался параллельный однопоточный решатель JacobiBlock_ 
mpi(ILU0_float) × BiCGStab_mpi(1e-5) на 1800–21 600 процессорных 
ядрах. Отметим: 1) использование одинарной точности в ILU0 по срав-
нению с двойной сократило время решения на 1/4; 2) данный предобу-
словливатель неудовлетворительно откликается на увеличение вре-
менного шага. 

Приведем также характеристики расчета дебита (табл. 2)  
нефтяного пласта (рис. 7) с использованием трехфазной модели  
(~0,75 млн уравнений). 

Таблица 2 

Характеристики решения СЛАУ на разном числе ядер 

nCore tExec, sec Speedup nNonLinIt nLinIt ExecTask, % 

1 668,2 1 6 56 82,5 

4 231,8 2,9 6 76 85,5 

8 147,9 4,5 6 80 87,9 

16 77,5 8,6 6 83 88,4 

24 51,9 12,9 6 79 87,9 
 

Здесь nCore – число ядер; tExec – t-решения всех СЛАУ; nNonLinIt – число 
СЛАУ на шаге; nLinIt – среднее число итераций решателя; ExecTask – процент реша-
теля СЛАУ в задаче. 

 

 
Рис. 7. Распределение давления в модели нефтяного пласта: количество ячеек 246 736, 

количество скважин: 8 добывающих, 11 нагнетательных; максимальный размер  
по Х – 5361 м, максимальный размер по Y – 8180 м, средняя толщина пласта – 30 м 
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Здесь применялся предобусловливатель Шварца с мелкоблочным 
ILU0-разложением для матриц с плотными блоками, в данном случае – 
3×3, который эффективнее точечного аналога. Наблюдается хорошее 
распараллеливание после выхода за пределы одного узла со скачком 
итераций при переходе в параллельный режим. 

Эксперименты по увеличению отношения шага по времени к ша-
гу по сетке τ/h показали, что при фиксированном τ = 1 (дней) умень-
шение h в 14 раз по оси z (размер СЛАУ увеличился в 14 раз) повысило 
в 3,6 раза число линейных итераций и в 2,2 раза нелинейных итераций 
при решении СЛАУ с той же точностью. Примерно так же возрастает 
произведение линейных и нелинейных итераций при аналогичном уве-
личении τ на исходной сетке. Можно надеяться на уменьшение зави-
симости числа итераций решателя СЛАУ от числа Куранта при ис-
пользовании многосеточных решателей. Время счета увеличенной за-
дачи при переходе с 24 на 336 ядер сократилось в 12 раз, т.е. 
эффективность распараллеливания составила 86 %. 

Заключение 

Как следует из вышеизложенного, библиотека решателей СЛАУ 
PMLP/ParSol позволяет решать задачи в достаточно широком диапазо-
не физических процессов, размеров и сложности СЛАУ. В ряде задач 
аэромеханики, прочности прикладные пакеты ВНИИЭФ на идентич-
ной с зарубежными пакетами сетке при использовании неявных мето-
дов показывают сравнимые по затратам машинных ресурсов результа-
ты. В ряде областей моделирования и использования гибридных вы-
числительных систем есть над чем работать. 
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