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Аннотация. Данное исследование посвящено определению распределения 
давлений в тонком слое неньютоновской вязкоупругой смазки в микроподшипнике 
скольжения криволинейной ортогональной формы (сферической, конической, 
цилиндрической, параболической, гиперболической). В работе принимаются в 
рассмотрение неизотермические, неустановившиеся и случайные условия течения, 
а также температурные деформации био- и микроподшипников и их муфт. 
Представлен общий анализ влияния неустановившегося неизотермического 
течения вязкоупругой жидкости в магнитном поле на давление в зазорах 
криволинейных микроподшипников между двумя вращательными поверхностями 
при случайных условиях. Смазывание поверхностей микроподшипника 
характеризуется различными геометрическими формами и неньютоновскими 
свойствами смазок.  

Kлючевые слова: трибология, микроподшипник, биоподшипник, формы 
криволинейных подшипников. 

Введение 

Смазывание поверхностей микроподшипников обусловливается различными 
геометрическими формами и неньютоновскими свойствами смазок. Целью работы 
является численный анализ распределения давлений в тонком слое неньютоновской 
вязкоупругой смазки в зазорах микроподшипников скольжения [2, 3, 10, 12–
16, 37, 38, 40, 41],  биоподшипников  [1, 5, 11, 23, 24, 27–31], а также в тонком 
пограничном слое [4, 17, 18–22, 32–36, 39, 42], ограниченном цилиндрическими, 
сферическими, коническими, параболическими и гиперболическими поверхностями 
(рис. 1–4) в биореакторах с учётом случайных условий. 

Микроподшипники используются в буровых головках медицинских 
инструментов, а также в шпиндельных медицинских системах с жёстким диском 
[14, 41] (рис. 4). 

Геометрические формы цилиндрических, сферических, конических, 
параболических и гиперболических поверхностей подшипников изображены на рис. 5. 

Анализ течения вязкоупругой смазки проведён с использованием уравнения 
Гельмгольца и уравнений неразрывности, движения и энергии [7, 8, 25, 26] 
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∂∇ = µµ
∂

HΗ , (1) 

 div(ρv)=0, (2) 

 Div S+µ(N∇)H=ρ d
dt
v , (3) 

 div(κ grad T)+div(vS)−v Div S−µT( d
dt
N ) d

dt
H =ρ ( )vd c T

dt
, (4) 

где v – вектор скорости смазки, T – температура смазки, N – вектор намагниченности 
смазки, H – вектор напряженности магнитного поля, cv – удельная теплоёмкость, µ 
и µe – коэффициенты магнитной и электрической проницаемости смазки 
соответственно, S – тензор напряжений смазки, ∇ – набла-оператор, κ – коэффициент 
теплопроводности смазки, t – время, ρ – плотность жидкости. 
 

 
Рис. 1. Суставы человека: а – фрагмент двух взаимодействующих цилиндрических 
поверхностей коленного сустава; б – радиальный локтевой сустав в цилиндрических и 
гиперболических координатах; в – фрагмент взаимодействующих гиперболических 
 поверхностей локтевого сустава  
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Рис. 2. Суставы бедра человека: a – сферическая головка кости и высота зазора; 
б – сферический сустав и схематическое расположение сил трения и нагрузок 
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Рис. 3. Суставы человека параболической формы: a – фаланговый сустав; 
б – суставы в стопе человека  

 

Проницаемый слой 

Наружный слой 

жидкости
Пограничный слой

цапфа  
микроподшипника 

клетка

Граничный слой Подвижная или  
свободная граница жидкости  

свободная граница 
жидкости  

Наружный 
слой 

xx 

yy 
подвижная поверхность 

пограничный слой 
жидкости 

пограничный слой  
жидкости 

Наружный  
слой 

Vb  
Pp 

 
Pp 

Vbvxb 

vx vx 

Vb

   ε ε 

Ux 
p 

a б

в г д  
Рис. 4. Смазывание: a – течение тонкого жидкого слоя вокруг клетки хряща человека; 
б – асимметричные канавки в поперечном сечении цапфы шпиндельной системы с жёстким 
диском; в – жидкий слой, ограниченный проницаемой стенкой пористого тела клетки и зоной 
подвижного потенциального течения или подвижной поверхностью; г – жидкий слой, 
ограниченный проницаемой стенкой пористого тела клетки и неподвижной ненагруженной 
 свободной жидкой поверхностью; д – вал микроподшипника длиной 3 мм  
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и уравнение теплопроводности для упругой муфты подшипника записываются  
в следующем виде [9, 27]: 

 Div S*+µ* (N*∇)H*=3ρ*(
2

2t
∂
∂

u ) K(αT)*grad T*, (5) 

 div( κ∗grad T*)=(ρcv)*
*T

t
∂
∂

+3K(αT)*T (div )
t

∂
∂

u , (6) 

где K – модуль объёмного расширения; T* – температура материала микроподшипника, 
N*  – интенсивность намагниченности, H* – вектор напряженности магнитного поля  
в упругом теле, µ* – коэффициент магнитной проницаемости гиперупругого тела. 
Символы ρ∗, *

vc , κ∗, (αT)* обозначают плотность, удельную теплоёмкость, коэффициент 
теплопроводности, коэффициент линейного температурного расширения для упругого 
материала соответственно. Соотношения Дюамеля–Нейманна между компонентами *

ijτ  
тензора напряжений S* в упругом теле и компонентами тензора деформаций εij 
принимаются во внимание. Кроме того, учитываются зависимости деформация–
смещение для uα1, uα2, uα3-компонент вектора смещения u упругого тела. Характерная 
размерная высота упругого слоя (εs) в тысячу раз меньше радиуса кривизны и других 
величин в области трения. Полная размерная высота зазора может быть записана 
следующим образом [27]: 

 
 

Рис. 5. Вид криволинейных ортогональных поверхностей микро- и биоподшипников:  
a – цилиндрическая поверхность; б – цилиндрический зазор микроподшипника; 
в – сферическая поверхность; г – коническая поверхность; д – параболическая поверхность;  
 е – гиперболическая поверхность 
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 2 2T P Bu uα αε = ε + + , (7) 

где εР – начальная высота зазора, uα2 – размерное смещение в направлении высоты 
зазора (вследствие действия температуры и давления) внешнего упругого 
поверхностного слоя, находящегося в контакте со смазкой, uα2B – размерное магнитное 
смещение в направлении высоты зазора внешнего слоя, находящегося в контакте со 
смазкой. Система уравнений (1)–(7) включает следующие неизвестные: v1, v2, v3, т.е. 
трёхмерные компоненты вектора скорости смазки в трёх криволинейных 
ортогональных направлениях: α1, α2, α3, p – гидродинамическое давление, 
T – температура смазки; T* – размерная температура в поверхностном слое тела муфты, 
uα1, uα2, uα3 – три компоненты вектора перемещения u в упругом теле. Символ α1 
означает окружное направление в каждой системе координат, например ϕ  
в цилиндрических или сферических подшипниках. α2 показывает направление высоты 
зазора, например r в цилиндрических или сферических подшипниках. α3 обозначает 
продольное направление в каждой координатной системе, например z  
в цилиндрических подшипниках и ϑ в сферических. Следовательно, 
(v1, v2, v3) = (vϕ, vr, vz) в цилиндрических и (v1, v2, v3) = (vϕ, vr, vϑ) в сферических 
координатах. Обозначим R1 – радиус кривизны в направлении α1, R3 – радиус кривизны 
в направлении α3 или длина цилиндрического микроподшипника, U = ωR – линейная 

поверхностная размерная скорость в направлении α1, LR = R3/R1, ε – средняя высота 
зазора и ω – угловая скорость цапфы подшипника. 

1. Граничные условия 

Течение смазки в зазоре подшипника возникает при вращении цилиндрической, 
сферической, конической или параболической цапфы. Муфта подшипника неподвижна. 
Следовательно, граничные условия для компонентов скорости смазки принимают вид 
[25] 

 v1=ωh1  при α2=0,    v1=0  при  α2=εT, (8) 

 v2=0  при  α2=0,    v2=0  при  α2=εT, (9) 

 v3=0  при  α2=0,    v3=0  при  α2=εT, (10) 

где εT – высота зазора, h1 – коэффициент Ляме. В цилиндрических (r, ϕ, z)  
и сферических (r, ϕ, ϑ) координатах компоненты скорости масла (v1, v2, v3) имеют вид 
(vϕ, vr, vz), (vϕ, vr, vϑ) соответственно. Следовательно, условие (8) в цилиндрических 
(h1 = R) и сферических (h1 = Rsinϑ1) координатах принимает следующий вид: vϕ = ωR 
при α2 = 0, vϕ = 0 при α2 = εT и vϕ = ωRsinϑ1 при α2 = 0, vϕ = 0 при α2 = εT  соответственно. 
R обозначает радиус цилиндрической или сферической цапфы, а ω – угловая скорость 
либо цилиндрической, либо сферической цапфы в окружном направлении.  

Распределение температуры вдоль зазора подшипника на поверхности цапфы 
принимает постоянное значение fc, в то время как на поверхности муфты оно имеет вид 
fp (α1, α3). Следовательно, 

 T (α1, α2, α3) = fc  при  α2 = 0, T (α1, α2, α3) = fp(α1, α3)  при  α2 = εT. (11) 
Тепловой поток направлен от вращательной поверхности цапфы подшипника  

к смазке, следовательно, получим следующие граничные условия [25, 27]: 
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2

при 0.s c
T q∂κ = − α =

∂α
 (12) 

Для свободного теплового обмена между цапфой и смазкой на основе закона 
Фурье тепловой поток может быть выражен как 
 cq f≡ υ∆ , (13) 

где υ – коэффициент теплопередачи, ∆f – разность температур цапфы и окружающей 
масляной среды. 

Средние величины полной толщины плёнки E(εT) и функции давления E(p) 
могут быть выражены с помощью оптимальной функции плотности распределения 
изменения зазора (f) и математического ожидания в следующем виде [30, 35]: 

 

( ) 1
1 1

52
1

1 1 12
1 1

1 1

( ) ( ) , 0, 375
13

1 при
( ) ,

0 при

s
cE f d

c c
f c

c

+∞

−∞

∗ = ∗ × δ δ σ = =

 δ
 − − ≤ δ ≤ + δ ≡  
 δ >

∫

 (14) 

где c1 = 1,353515 – половина полного разброса случайной величины толщины тонкого 
слоя для бедренного сустава в норме, δ1 – безразмерная случайная часть высоты зазора. 
Имеем δ = εoδ1 и c = εoc1, где εo – характерная высота зазора. Безразмерная величина 
стандартного отклонения σs = 0,37539 была получена на основе расчётов реальной 
шероховатости поверхности микроподшипника. 

2. Частные решения  

Полагаем частный случай системы уравнений (1)–(3) в криволинейных 
координатах для установившегося течения переменной вязкости η(α1, α2, α3)  
с постоянным коэффициентом теплопроводности и ньютоновского течения без 
магнитных эффектов. Центробежными силами и конвективными ускорениями 
пренебрегаем. 

Свойства смазки микроподшипника зависят от изменений динамической 
вязкости в тонком слое зазора. 

Учитывая вращательное движение цапфы, имеем h1 = h1(α3), h3 = h3(α3). Решение 
системы частных уравнений (1)–(4) с граничными условиями (8)–(10) имеет 
следующий вид [27]: 

 ( ) 1
1 1 2 3 η 1

1 1

1, , (1 ) ,s
pv A A h

h
∂α α α = + − ω
∂α

 (15) 

 ( ) 1
3 1 2 3 η

3 3

1, , ,pv A
h

∂α α α =
∂α

 (16) 
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Ts s

d
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d
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α ε

ηε

α
η α αα α α ≡ α α α ≡ α − α α α α

η η
α

η

∫
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∫
 (17) 

 

где 0 ≤ α1 ≤ 2πθ1; 0 ≤ θ1 ≤ 1; bm ≤ α3 ≤bs; 0 ≤ α2 ≤ εT,  εT = εT(α1, α3),  η(α1, α2,α3). 
Решения уравнений неразрывности с граничными условиями (9), где v2 = 0 для 

α2 = 0 имеют следующий вид [27, 29]: 

 ( ) ( )2 2
1 31

2 1 2 3 2 2
1 1 1 3 30 0

1 1, , .
h vvv d d

h h h

α α ∂∂α α α = − α − α
∂α ∂α∫ ∫  (18) 

Подставляя решения (15), (16) в (18), рассчитаем ожидаемую величину обеих 
сторон уравнения при использовании оператора ожидания E. Накладывая второе 
граничное условие (9) на радиальную компоненту скорости смазки, т.е. v2 = 0 при 
α2 = εT, нетрудно установить, какая функция давления p в криволинейных координатах 
(α1, α2, α3) удовлетворяет следующему модифицированному стохастическому 
уравнению Рейнольдса [27, 29]: 
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∫ ∫  
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1 0

( )
T

s Th E A d E
ε  ∂= ω α − ε   ∂α    
∫ , (19) 

где динамическая вязкость масла непостоянна в направлении высоты зазора, т.е. 
η(α1, α2, α3). 

Если динамическая вязкость масла постоянна в направлении высоты зазора, т.е. 
η(α1, α3), то 
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s s T T
T
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ε ε

η
α ε= ≡ α = − α − ε = − ε
ε η∫ ∫  (20) 

Следовательно, стохастическое уравнение Рейнольдса (19) принимает 
следующий вид: 

 
( ) ( )3 3

1
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∂α η ∂α ∂α η ∂α ∂α      
. (21) 

Для цилиндрического подшипника имеем α1 = ϕ, α2 = r, α3 = z и коэффициенты 
Ляме: h1 = R, h3 = 1, где R – радиус цапфы (рис. 5, a, б). В этом случае стохастическое 
уравнение Рейнольдса (19) имеет вид 

 
ε ε

η η2
0 0

1 ( ) ( )T TE p E pE A dr E A dr
R z z

      ∂ ∂ ∂ ∂+ =         ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂         
∫ ∫  

 
0

( )
T

s TE A dr E
ε  ∂= ω − ε   ∂ϕ    
∫ , (22) 

где 
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1
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r rA r z A r z dr A r z dr r z
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ε

ηε

η
ϕ ≡ ϕ ≡ − ϕ η = η ϕ

η η
η

∫
∫ ∫

∫
 (23) 

Если динамическая вязкость жидкости постоянна в направлении высоты зазора, 
т.е. η(ϕ, z), то, преобразуя уравнение (21), получаем 

 
( ) ( )3 3

2

( )1 ( ) ( ) 6T T T
E E EE p E p

R z z

   ε ε ∂ ε∂ ∂ ∂ ∂
   + = ω

∂ϕ η ∂ϕ ∂ η ∂ ∂ϕ      
, (24) 

где p(ϕ, z), 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −bd ≤ z ≤ bd, εT = εT(ϕ, z), 2bd – длина подшипника. 
Уравнение (22) описывает функцию давления p(ϕ, z) в цилиндрическом 

микроподшипнике или в цилиндрическом коленном суставе, изображённом на рис. 1, a, 
если изменения вязкости масла в направлении высоты зазора приняты во внимание. 
Уравнение (24) описывает функцию давления в цилиндрическом микроподшипнике, 
если изменения вязкости масла в направлении высоты зазора не учитываются. 

Для сферического подшипника имеем α1 = ϕ, α2 = r, α3 = ϑ, коэффициенты Ляме – 
h1 = Rsinϑ1, h3 = 1, где R – радиус сферы (рис. 5, в). В этом случае размерная функция 
давления p(ϕ, ϑ) в сферических координатах (ϕ, ϑ) удовлетворяет модифицированному 
уравнению Рейнольдса (19) в виде [29] 

                 12
1 0 0

1 ( ) ( )(sin )
sin

T TE p E pE A dr E A dr
R

ε ε

η η

      ∂ ∂ ∂ ∂+ ϑ =         ϑ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϑ ∂ϑ         
∫ ∫  

                                1
0

( ) (sin )
T

s TE A dr E
ε  ∂= ω − ε ϑ   ∂ϕ    
∫  (25) 

при η = η(ϕ, r, ϑ), As(r, ϕ, ϑ), Aη(r, ϕ, ϑ), 0 ≤ r ≤ εT, 0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1, 
Rπ/8 ≤ ϑ ≤ Rπ/2. Тогда уравнение (21) принимает вид 

 

3 3
1 1

1 12
1

( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) sin 6 sin
sin

T T TE E EE p E p
R

   ε ε ∂ ε∂ ∂ ∂ ∂+ ϑ = ω ϑ   ϑ ∂ϕ η ∂ϕ ∂ϑ η ∂ϑ ∂ϕ     
(26) 

при η = η(ϕ, ϑ), 0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1, Rπ/8 ≤ ϑ ≤ Rπ/2, ϑ = Rϑ1. 

Уравнение (25) описывает функцию давления p(ϕ, ϑ) в сферическом 
микроподшипнике в случае, если изменения вязкости масла в направлении высоты 
зазора принимаются в рассмотрение. Уравнение (26) описывает функцию давления  
в сферическом микроподшипнике в случае, если изменения вязкости масла  
в направлении высоты зазора не учитываются. 

Для конического подшипника имеем α1 = ϕ, α2 = yc, α3 = xc. Коэффициенты Ляме 
h1 = R + xccos γ, h3 = 1, где γ – угол между конической поверхностью и плоскостью 
поперечного сечения цапфы, bc – длина образующей конуса, R – радиус цапфы  
(рис. 5, г). В этом случае функция давления p(ϕ, xc) в конических координатах (ϕ, yc, xc) 
удовлетворяет модифицированному уравнению Рейнольдса (19) в виде 

 

( )
0 0

1 ( ) ( )cos
cos

T T

c c c
c c c

E p E pE A dy R x E A dy
R x x x

ε ε

η η

      ∂ ∂ ∂ ∂+ + γ =         + γ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂         
∫ ∫  
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 ( )
0

cos ( )
T

c s c TR x E A dy E
ε  ∂= ω + γ − ε   ∂ϕ    
∫  (27) 

при η = η(ϕ, yc, xc), As(ϕ, yc, xc), Aη(ϕ, yc, xc), где 0 ≤ yc ≤ εT,  0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1, 
−bc ≤ xc ≤ bc. Уравнение (21) примет вид 

 
33 ( )( ) ( )1 ( ) ( ) 6c TT T

c
c c c

X EE EE p E p X
X x x

   εε ∂ ε∂ ∂ ∂ ∂+ = ω  ∂ϕ η ∂ϕ ∂ η ∂ ∂ϕ   
 (28) 

при η = η(ϕ, xc), Xc = R + xccos γ, где 0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1, −bc ≤ xc ≤ bc.  
Уравнение (27) описывает функцию давления p(ϕ, xc) в коническом 

микроподшипнике, если изменения вязкости масла в направлении высоты зазора 
приняты в рассмотрение. Уравнение (28) описывает функцию давления p(ϕ, xc)  
в коническом микроподшипнике в случае, если изменения вязкости масла в 
направлении высоты зазора не учитываются. 

Для параболического подшипника имеем α1 = ϕ, α2 = yp, α3 = ζp. В работе 
учитывается немонотонная образующая цапфы в направлении длины. Для 
параболического подшипника коэффициенты Ляме [29] 

 
 2 2 2

1 1 1 3 1 1 1 1 1 1cos ( ), 1 4( / ) sin ( ) cos( ),p p p R p p p ph a h L= Λ ζ = + Λ Λ ζ Λ ζ  (29) 
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p R p p p
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a a
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где a – наибольший радиус параболической цапфы; a1 – наименьший радиус 
параболической цапфы, 2bp – длина подшипника (рис. 5, д). В этом случае функция 
давления p(ϕ, ζp) в параболических координатах (ϕ, yp, ζp) удовлетворяет 
модифицированному уравнению Рейнольдса в виде [29] 
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∫ , (30) 

где η = η(ϕ, yp, ζp), As(ϕ, yp, ζp), Aη(ϕ, yp, ζp), 0 ≤ yp ≤ εT. Уравнение (21) принимает вид 
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 ( ) ( )2 4 1
1 1 1

1

16 cos , arccosT
p p p

p

E aa
a

∂ ε
= Λ ζ ζ ≤

∂ϕ Λ
 (31) 

при η = η(ϕ, ζp), где 0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1,  ζp1 = ζp/bp, −bp ≤ ζp ≤ bp. 
Уравнение (30) описывает функцию давления p(ϕ, ζp) в параболическом 

микроподшипнике в случае, если изменение вязкости масла в направлении высоты 
зазора приняты в рассмотрение. Уравнение (31) описывает функцию давления p(ϕ, ζp)  
в коническом микроподшипнике в случае, если изменения вязкости масла в 
направлении высоты зазора не учитываются. Параболические микроподшипники 
изображены на рис. 3. 

Для гиперболического подшипника имеем α1 = ϕ, α2 = yh, α3 = ζh. В работе 
учитывается немонотонная образующая цапфы в направлении длины. Для 
гиперболического подшипника коэффициенты Ляме [29] 
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a a
−≡ ≡ , 

где a1 – наибольший радиус параболической цапфы, a1 – наименьший радиус 
параболической цапфы, 2bp – длина подшипника. В этом случае функция давления p  
в параболических координатах (ϕ, yh, ζh) удовлетворяет модифицированному 
уравнению Рейнольдса (19) в виде 
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∫
 (33) 

при η=η(ϕ, yh, ζh), As(ϕ, yh, ζh), Aη(ϕ, yh, ζh), 0≤yh ≤εT. Уравнение (21) принимает вид 
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 (34) 

при η = η(ϕ, ζh), где 0 ≤ ϕ < 2πθ1, 0 ≤ θ1 < 1,  ζh1 = ζh /bh, −bh ≤ ζh ≤ bh. 
Уравнение (33) описывает функцию давления p(ϕ, ζh) в гиперболическом 

микроподшипнике или в гиперболическом локтевом суставе в случае, если изменение 
вязкости масла в направлении высоты зазора приняты в рассмотрение. Уравнение (34) 
описывает функцию давления p(ϕ, ζh) в гиперболическом микроподшипнике в случае, 
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если изменения вязкости масла в направлении высоты зазора не учитываются. 
Величина зазора εT зависит от переменных α1, α3 и состоит из двух частей [35]: 

 εT=εTs(α1, α3)+δ(α1, α3, ξ),  (35) 
где εTs  обозначает полную номинальную гладкую часть геометрической формы 
тонкого жидкого слоя. Это слагаемое учитывает поправки к величине зазора, 
вызванные гиперупругими деформациями; δ (обозначает случайную часть зазора) – 
изменение величины, вызванное вибрациями, динамическими нагрузками  
и шероховатостью поверхности, измеряемой от номинального среднего уровня; ξ –
 случайную переменную, характеризующую расположение шероховатости. Используя 
безразмерную функцию вероятности (14), после вычислений получим [35]: 
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1

1

1

1

1 1 1

33 3 2
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ε = ε + ε δ δ δ = ε

ε = ε + ε δ δ δ = ε + σ ε

∫

∫
 (36) 

3. Численные результаты  

Распределения давления в цилиндрических микро- и биоподшипниках 
скольжения найдены в области смазывания Ωd, которая определяется следующими 
неравенствами: 0 ≤ ϕ ≤ ϕk, −bd ≤ z ≤ bd, где 2bd – длина микроподшипника. 

Решение уравнения (24) найдено в программном пакете Matlab 7.2  
с использованием метода конечных разностей (рис. 6–8). 

Величина зазора в цилиндрическом микро- и биоподшипнике 

 εT = ε(1 + λcy cos ϕ), (37) 
 

где λcy  – эксцентриситет в цилиндрическом микроподшипнике, ε – радиальный зазор  
в цилиндрическом микро- или биоподшипнике. На рис. 6 показано распределение 
давлений без учёта влияния магнитного поля и стохастических изменений. Положим 
радиус цапфы R = 0,001 м, отношение длина/радиус Ld1 = bc/R = 1, динамическая 
вязкость масла ηo = 0,03 Па⋅с, угловая скорость ω = 565,5 с−1, po = 16,96 MПа  
и эксцентриситеты λcy = 0,4; λcy = 0,3; λcy = 0,2. При граничных условиях Рейнольдса 
угловая координата края плёнки приобретает значения ϕk = 3,658 рад; ϕk = 3,684 рад; 
ϕk = 3,704 рад. Если величина эксцентриситета увеличивается от λcy = 0,2 до λcy = 0,4, то 
максимальное значение гидродинамического давления возрастает с 8,13 МПа до 
21,73 МПа и полная нагрузка возрастает с 16,46 Н до 40,46 Н. 

На рис. 7 показано распределение давления в зазоре цилиндрического 
микроподшипника, вызванное возмущением магнитного поля при безразмерном 
коэффициенте магнитной восприимчивости χ = 1,50, безразмерном магнитном 
коэффициенте вязкости ферросмазки δB1 = 0,20 и магнитном числе Rf = NoBo/po = 0,50. 
Используя граничные условия Рейнольдса, угловая координата края плёнки 
приобретает значения ϕk = 3,654 рад; ϕk = 3,679 рад; ϕk = 3,698 рад. Из расчётов видно, 
что поле магнитной индукции увеличивает нагрузку на микроподшипник минимум на 
6%, а в некоторых случаях на 10%. 

На рис. 8 представлено распределение давления в зазоре цилиндрического 
локтевого сустава (рис. 1, б). Положим радиус цилиндрической кости R = 0,026 м, 
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отношение длина/радиус Ld1 = 1,0, динамическая вязкость синовиальной жидкости 
ηo = 0,15 Па⋅с, угловая скорость ω = 1,0 с−1, среднее значение давления po = ωηoR2/ε2≈ 
≈0,15 MПa, эксцентриситет λcy = 0,7; λcy = 0,8; λcy = 0,9. При граничных условиях 
Рейнольдса угловая координата края плёнки принимает значения ϕk = 3,400 рад; 
ϕk = 3,485 рад; ϕk = 3,540 рад. Если величина эксцентриситета увеличивается от 0,7 до 
0,9, то максимальное значение гидродинамического давления возрастает с 0,85 МПа до 
5,43 МПа, и полная нагрузка возрастает с 824 Н до 3396 Н. 

Распределения давления в конических микроподшипниках скольжения найдены 
в области смазывания Ωc, которая определяется следующими неравенствами: 0 ≤ ϕ ≤ ϕk, 
−bc ≤ z ≤ bc, где 2bc – длина микроподшипника. 

Решение уравнения (27) найдено в программном пакете Matlab 7.2 с 
использованием метода конечных разностей (рис. 9–11). 

Величина зазора конических микро- и биоподшипников 

 εT = ε(1 + λccos ϕ) sin−1γ, (38) 

где λc – эксцентриситет конического микроподшипника, ε – радиальный зазор 
конического микро- и биоподшипника. 

На рис. 9 представлены значения давлений в зазоре конического 
микроподшипника, угол  между конической поверхностью и плоскостью поперечного 
сечения γ = 70º. Влияния магнитных полей и стохастических изменений не 
учитываются. Положим минимальное значение конической цапфы подшипника 
R = 0,001 м, отношение длина/радиус Lс1 = bc/R = 1,0, динамическая вязкость жидкости 
ηo = 0,03 Па⋅с, угловая скорость ω = 565,5 с−1, среднее значение давления 
po = ωηoR2/ε2≈16,96 MПa, эксцентриситет λc = 0,4; λc = 0,3; λc = 0,2. При граничных 
условиях Рейнольдса угловая координата края плёнки приобретает значения  
ϕk = 3,678 рад; ϕk = 3,705 рад; ϕk = 3,731 рад. Если величина эксцентриситета 
увеличивается от 0,2 до 0,4, то максимальное значение гидродинамического давления 
возрастает с 7,07 МПа до 18,87 МПа. Полная нагрузка в направлении по оси y 
возрастает с 13,44 Н до 32,93 Н, а в направлении по оси z – c 4,89 Н до 11,98 Н. 

На рис. 10 представлены значения давлений в зазоре конического 
микроподшипника, угол между конической поверхностью и плоскостью поперечного 
сечения γ = 45º. Влияния магнитных полей и стохастических изменений не 
учитываются. Положим минимальное значение конической цапфы подшипника 
R = 0,001 м, отношение длина/радиус Lс1 = bc/R = 1,0, динамическая вязкость жидкости 
ηo = 0,03 Па⋅с, угловая скорость ω = 565,5 с−1, среднее значение давления 
po = ωηoR2/ε2≈16,96 MПa, эксцентриситет λc = 0,4; λc = 0,3; λc = 0,2. При граничных 
условиях Рейнольдса угловая координата края плёнки приобретает значения  
ϕk = 3,770 рад; ϕk = 3,815 рад; ϕk = 3,855 рад. Если величина эксцентриситета 
увеличивается от 0,2 до 0,4, то максимальное значение гидродинамического давления 
возрастает с 3,89 МПа до 10,31 МПа. Полная нагрузка в напрвлении осей y и z 
возрастает с 5,53 Н до 13,36 Н. 

На рис. 11 представлены значения давлений в зазоре конического 
биоподшипника, угол между конической поверхностью и плоскостью поперечного 
сечения γ=70º. Влияния магнитных полей и стохастических изменений не учитываются. 
Положим минимальное значение конической кости: R = 0,026 м, отношение 
длина/радиус Lс1 = bc/R = 1,0, динамическая вязкость синовиальной жидкости 
ηo = 0,15 Па⋅с, угловая скорость ω = 1,0 с−1, среднее значение давления po = ωηoR2/ε2≈ 
≈0,15 MПa, эксцентриситет λc = 0,7; λc = 0,8; λc = 0,9. 
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Рис. 6. Распределение напряжений в цилиндрических микроподшипниках, вызванных 
вращением в круговом направлении, без учёта влияния магнитного поля; начало плёнки – 
 на виде слева, край плёнки – справа 

 

R = 0,001 [м], Ld1 = bd/R=1,  ηο = 0,03 [Па⋅с],  ω = 565,5 [1/с], po = 16,96 [МПа], B = 0 [Tл]

pmax = 21,73 [МПа] 
Ctot = 40,46 [Н]  
ϕk = 3,658 [рад] 

λcy = 0,4 
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ϕk = 3,684 [рад] 
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Рис. 7. Распределение давлений в цилиндрических микроподшипниках, вызванных 
вращением в круговом направлении, с учётом влияния магнитного поля; начало плёнки – 
 на виде слева, край плёнки – справа 
 

 

R = 0,001 [м], Ld1 = bd/R=1,  ηο = 0,03 [Па⋅с], ω = 565,5 [1/с], po = 16.96 [MПа], B ≠ 0 [Tл]

pmax = 25,86 [МПа] 
Ctot = 48,23 [Н]  
ϕk = 3,654 [рад] 
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Рис. 8. Распределение давлений в цилиндрическом биоподшипнике (локтевой сустав 
человека), вызванных вращением в окружном направлении, без учёта влияния магнитного 
 поля  

 

R = 0,026 [м], Ld1 = bd/R = 1, ηο = 0,15 [Па⋅с], ω = 1,0 [1/с], po = 0,15 [МПа], B = 0 [Tл]
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Рис. 9. Распределение давлений в конических микроподшипниках, вызванных вращением в 
круговом направлении, без учёта влияния магнитного поля, угол наклона конуса γ = 70º; 
 начало плёнки – на виде слева, край плёнки – справа 
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Рис. 10. Распределение давлений в конических микроподшипниках, вызванных вращением 
в круговом направлении, без учёта влияния магнитного поля, угол наклона конуса γ = 45º. 
 начало плёнки – на виде слева, край плёнки – справа 
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Cy = 13,36 [Н] 
Cz = 13,36 [Н] 

ϕk = 3,770 [рад] 
λc = 0,4 

pmax = 6,56 [MПa]
Cy = 8,97 [Н] 
Cz = 8,97 [Н] 

 ϕk = 3,815 [рад] 
λc = 0,3 

pmax = 3,89 [MПa]
Cy = 5,53 [Н] 
 Cz = 5,53 [Н] 

ϕk = 3,855 [рад] 
λc = 0,2 

край плёнки смазки 

край плёнки смазки 

край плёнки смазки 



K. Вежхольский. Гидродинамическое давление в зазоре микро- и биоподшипников 

 55

 
 

 
Рис. 11. Распределение давлений в конических биоподшипниках, вызванных вращением в 
 круговом направлении, без учёта влияния магнитного поля 
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При граничных условиях Рейнольдса угловая координата края плёнки 
приобретает значения φk = 3,408 рад; ϕk = 3,489 рад; ϕk = 3,549 рад. Если величина 
эксцентриситета увеличивается от 0,7 до 0,9, то максимальное значение 
гидродинамического давления возрастает с 0,78 МПа до 5,21 МПа и полная нагрузка в 
направлении y возрастает с 729 Н до 2957 Н, а в направлении z – c 194 Н до 729 Н. 

Выводы  

5.1. Влияние поля магнитной индукции увеличивает давление и нагрузку в 
цилиндрических микроподшипниках и суставах человека. 

5.2. При увеличении угла γ между конической поверхностью и плоскостью 
поперечного сечения конических микро- и биоподшипников нагрузка в поперечном 
направлении возрастает, а в продольном – убывает.  
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HYDRODYNAMIC PRESSURE IN MICRO- AND BIOBEARING GAP 

К. Wierzcholski (Gdynia, Poland) 

 
The topic of presented paper deals with determination of the pressure distributions in a 

thin layer of non-Newtonian, visco-elastic lubricant inside the slide microbearing which has a 
curvilinear orthogonal form (spherical, conical, cylindrical, parabolic, hyperbolic). Non-
isothermal, unsteady and random flow conditions and thermal deformations of biobearing, 
microbearing, and its sleeve are taken into account. A general analysis of the influence of 
unsteady non isothermal flow of visco-elastic liquid in magnetic field on the pressure, within 
curvilinear microbearing gaps between two rotational surfaces in random conditions will be 
presented in this paper. Lubrication of microbearing surfaces is characterized by various 
geometries form and non-Newtonian lubricants. 

Кey words: tribology, microbearing, biobearing, curvilinear bearing shapes. 
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