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BIOMECHANICAL MODELING OF THE TEMPOROMANDIBULAR 

JOINT DISK AS A POROELASTIC BODY 

ぢÜïöëÜñÖí ßóÜ½ñêíÖóôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á Ñóï¡í çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜÇÜ ïÜïöíçí (ゑぞぶで) 

ï äÜ£óîóó öñÜëóó äÜëÜÜäëÜÇÜïöó. づñüñÖí £íÑíôí Ü äÜçñÑñÖóó Ñóï¡í äÜÑ Ññúïöçóñ½ äÜïöÜ　ÖÖÜú 

ïó¿▲, ó½óöóëÜ0àñú ¢ñçíöñ¿áÖÜ0 ÖíÇëÜ£¡Ü. が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 ¡Ü~ââóîóñÖöí ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú 

äëÜÖóîíñ½Üïöó óïäÜ¿á£ÜçíÖ ~¡ïäñëó½ñÖö Öí ïÜïöíçÖÜ½ Ñóï¡ñ ゑぞぶで ïçóÖáó. ぢëÜíÖí¿ó£óëÜçíÖÜ 

ëñüñÖóñ £íÑíôó ï ëí£¿óôÖ▲½ó ¡Ü~ââóîóñÖöí½ó ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó. 

 

と¿0ôñç▲ñ ï¿Üçí: Ñóï¡, çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜú ïÜïöíç, äÜëÜÜäëÜÇÜïöá, ¡Ü~ââóîóñÖö 
ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó, £í¡ÜÖ がíëïó. 

 

Temporomandibular joint (TMJ) disk was considered as a poroelastic material. The problem  

of static loading of TMJ disk was solved. The permeability coefficient of TMJ disk was determinated.  

To defined permability coefficient of TMJ disk. The results were studied with different values  

of permeability coefficient. 

 

Keywords: temporomanibular joint, disk, poroelasticity, permeability coefficient, Darcy’s law. 

 

ゑóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜú ïÜïöíç (ゑぞぶで) – çí¢Öñúüóú ~¿ñ½ñÖö £ÜßÜôñ-
¿0ïöÖÜú ïóïöñ½▲, ÜÖ âÜë½óëÜñöï　 ï ½Ü½ñÖöí ëÜ¢ÑñÖó　 ôñ¿Üçñ¡í ÑÜ 16–17 ¿ñö 
äÜÑ Ññúïöçóñ½ ßóÜ½ñêíÖóôñï¡óê ÖíÇëÜ£Ü¡ [1–3]. ぢÜçñÑñÖóñ ゑぞぶで äÜÑ Öí-

ÇëÜ£¡Üú çÜ ½ÖÜÇÜ½ ÜäëñÑñ¿　ñöï　 ïÜïöÜ　Öóñ½ ½ñ¢ïÜïöíçÖÜÇÜ Ñóï¡í, äëñÑïöíç-

¿　0àñÇÜ ïÜßÜú ï¿Ü¢ÖÜ0 ïöëÜ¡öÜëÜ ¡Ü¿¿íÇñÖÜç▲ê çÜ¿Ü¡ÜÖ, Öíï▲àñÖÖÜ0 ïó-

ÖÜçóí¿áÖÜú ¢óÑ¡Üïöá0. ぜÖÜÇóñ £íßÜ¿ñçíÖó　 Öó¢Öñú ôñ¿0ïöó ó ïÜïöíçí ïç　-
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£íÖ▲ ï ëí£ëÜüñÖóñ½ ó ëí£ë▲çí½ó Ñóï¡í, äëóçÜÑ　àó½ó Öñ öÜ¿á¡Ü ¡ ÖíëÜüñ-
Öó0 âÜÖ¡îóó ¢ñçíÖó　, ÖÜ ó ¡ ëí£¿óôÖ▲½ äíöÜ¿ÜÇó　½ ëñôó ó ¡ëÜçÜÜßëíàñ-

Öó　. ぢÜ ïöíöóïöó¡ñ, ç ½óëñ ïó½äöÜ½▲ £íßÜ¿ñçíÖóú ゑぞぶで çïöëñôí0öï　 Ü 20–

25 % ¿0Ññú ç çÜ£ëíïöñ Üö 20 ÑÜ 40 ¿ñö (äëóôñ½ Ü ¢ñÖàóÖ ôíàñ, ôñ½ Ü ½Ü¢-

ôóÖ). がóï¡ äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ï¿Ü¢ÖÜ0 ïöëÜ¡öÜëÜ, ïç　£▲çí0àÜ0 Ñçñ ëí£-
¿óôÖ▲ê ïëñÑ▲ – öçñëÑÜ0 ó ¢óÑ¡Ü0 [4–6]. だäóïíÖóñ äÜçñÑñÖó　 Ñóï¡í äÜÑ Öí-
ÇëÜ£¡Üú çÜ£½Ü¢ÖÜ öÜ¿á¡Ü ½ñöÜÑí½ó ßóÜ½ñêíÖóôñï¡ÜÇÜ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó　.  

ゑóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜú ïÜïöíç ó ñÇÜ äíöÜ¿ÜÇó　. ゑóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ-
¿0ïöÖÜú ïÜïöíç – äíëÖ▲ú ïÜïöíç, ÜÖ Üßëí£Üñöï　 ÇÜ¿Üç¡Üú Öó¢Öñú ôñ¿0ïöó, 

Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜú 　½¡Üú ó ïÜïöíçÖ▲½ ßÜÇÜë¡Ü½ ôñüÜúôíöÜú ôíïöó çóïÜôÖÜú 

¡Üïöó. ゎÜ¿Üç¡ó Öó¢Öñú ôñ¿0ïöó ó½ñ0ö çí¿ó¡ÜÜßëí£ÖÜ0 âÜë½Ü. 

でÜïöíçÖ▲ñ äÜçñëêÖÜïöó äÜ¡ë▲ö▲ ïÜñÑóÖóöñ¿áÖÜö¡íÖÖ▲½ êë　àÜ½. ゑ äÜ-

¿Üïöó ïÜïöíçí £í¿ñÇíñö ÑçÜ　¡ÜçÜÇÖÜöí　 Üçí¿áÖÜú âÜë½▲ çÜ¿Ü¡Öóïöí　 êë　àñ-
çí　 ä¿íïöóÖ¡í – ïÜïöíçÖÜú Ñóï¡. ぞí£ÖíôñÖóñ Ñóï¡í – ç▲ëíçÖóçíÖóñ ÖñïÜÜö-
çñöïöçó　 ½ñ¢ÑÜ ïÜïöíçÖÜú 　½¡Üú ó ÇÜ¿Üç¡Üú ó, çï¿ñÑïöçóñ ñÇÜ ÜäëÜÇÜïöó, ¡Ü-

öÜëí　 ÜßÜï¿Üç¿óçíñöï　 ¡Ü¿¿íÇñÖÜç▲½ó çÜ¿Ü¡Öí½ó ó ïÜïöíçÖÜú ¢óÑ¡Üïöá0, – 

ï½　ÇôñÖóñ ¢ñçíöñ¿áÖ▲ê öÜ¿ô¡Üç. 

げíßÜ¿ñçíÖó　 ゑぞぶで çïöëñôí0öï　 äëó½ñëÖÜ Ü 65 % äíîóñÖöÜç, Üßëíöóç-

üóêï　 £í äÜ½Üàá0 ¡ ïöÜ½íöÜ¿ÜÇÜ. で¿Ü¢Öí　 íÖíöÜ½ó　 ïÜïöíçí ó ß¿ó£Üïöá ñÇÜ 

¡ ïÜÖÖÜú íëöñëóó Ññ¿íñö ÑóíÇÖÜïöó¡Ü ゑぞぶで öëÜÑÖÜú £íÑíôñú. 

ぞíóßÜ¿ññ ôíïö▲ú ïó½äöÜ½ äÜëí¢ñÖó　 çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜÇÜ ïÜïöí-
çí – àñ¿¡íÖáñ ç ïÜïöíçñ Öó¢Öñú ôñ¿0ïöó. べñ¿¡íÖáñ äëÜóïêÜÑóö äÜ äëóôóÖñ 
ï½ñàñÖó　 Ñóï¡í, í ~öÜ äëóçÜÑóö ¡ öÜ½Ü, ôöÜ ½▲üî▲, ¡ÜöÜë▲ñ äñëñ½ñàí0ö 

Öó¢Ö00 ôñ¿0ïöá äëó ¢ñçíÖóó, Öíäë　¢ñÖ▲ ïçñëê ÖÜë½▲. Äöí Öíäë　¢ñÖÖÜïöá 

äëóçÜÑóö ¡ ßÜ¿　½ ç ½▲üîíê, ¿óîñ, ÇÜ¿Üçñ ó üññ.  
ぞíëÜüñÖó　 ç ïÜïöíçñ ½ÜÇÜö öí¡¢ñ äëÜ　ç¿　öáï　 ó£½ñÖñÖóñ½ £ÜßÖÜú  

Ü¡¡¿0£óó, ó¿ó äëó¡Üïí. ぎï¿ó ïÜïöíçÖÜú Ñóï¡ ï½ñàñÖ, öÜ ¡Üïöó ó Ñóï¡ Öñ ïÜ-

ÜöçñöïöçÜ0ö ÑëÜÇ ÑëÜÇÜ ÑÜ¿¢Ö▲½ Üßëí£Ü½, ó äÜ~öÜ½Ü äëó¡Üï £ÜßÜç ó£½ñÖ　ñöï　.  

ご£-£í ß¿ó£Üïöó ïÜïöíçí ¡ ÜüÖ▲½ ëí¡ÜçóÖí½ äÜëí¢ñÖóñ Ñóï¡í ôíïöÜ ç▲-

£▲çíñö ëí£¿óôÖ▲ñ ïó½äöÜ½▲: ßÜ¿ó ç Üêñ, £í¿Ü¢ñÖÖÜïöá ó¿ó äëóÇ¿ÜüñÖÖÜïöá 

çä¿Üöá ÑÜ äÜöñëó ï¿Üêí. とëÜ½ñ öÜÇÜ, ß¿ó£Üïöá ïÜïöíçí ¡ ïÜÖÖÜú íëöñëóó ½Ü-

¢ñö äëóçñïöó ¡ óÖïÜ¿áöÜ. ぢëóôóÖÜú ~öÜÇÜ ½Ü¢ñö ï¿Ü¢óöá, Öíäëó½ñë, ç▲ä　-

ôóçíÖóñ Ñóï¡í äÜ äëóôóÖñ ÖñçñëÖÜÇÜ ëíïäÜ¿Ü¢ñÖó　 ñÇÜ ç äÜ¿Üïöó ïÜïöíçí. 
ゑ▲ä　ôóçíñ½▲ú ¡ÜÖñî Ñóï¡í ゑぞぶで – Ñóçñëöó¡Ü¿ – ½Ü¢ñö ïÜ£Ñíçíöá ó£ß▲öÜô-

ÖÜñ Ñíç¿ñÖóñ Öí ïÜÖÖÜ0 íëöñëó0, ôöÜ ó 　ç¿　ñöï　 äëóôóÖÜú óÖïÜ¿áöí [7]. 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíôó. ゐÜ¿áüóÖïöçÜ ëíßÜö äÜ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó0 Ñóï¡í 

ゑぞぶで ïöëÜóöï　 Öí äëñÑäÜ¿Ü¢ñÖóó, ôöÜ Ñóï¡ äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ç　£¡ÜÜäëÜ-

ÇÜñ öñ¿Ü [8]. とí¡ ß▲¿Ü Üö½ñôñÖÜ ëíÖññ, Ñóï¡ äëñÑïöíç¿　ñö ïÜßÜú ï¿Ü¢ÖÜ0 

ïöëÜ¡öÜëÜ – öçñëÑÜñ öñ¿Ü (êë　àñçÜú ½íöëó¡ï) ó ïÜïöíçÖÜ0 ¢óÑ¡Üïöá çÖÜöëó 

ÖñÇÜ. ゑ ïç　£ó ï ~öó½ £íÑíôí ßóÜ½ñêíÖóôñï¡ÜÇÜ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖó　 ç ÑíÖÖÜú ëíßÜ-

öñ ïöíçóöï　 Öí ÜïÖÜçñ öñÜëóó äÜëÜÜäëÜÇÜïöó, ¡ÜöÜëí　 Üäóï▲çíñö ç£íó½ÜÑñú-
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ïöçóñ ~öóê ïëñÑ ó äÜ£çÜ¿　ñö Üôñïöá äÜëóïöÜïöá 

Ñóï¡í. ÄöÜ, ç ïçÜ0 ÜôñëñÑá, öëñßÜñö äëÜçñÑñÖó　 

ë　Ñí ~¡ïäñëó½ñÖöÜç äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 ½íöñëóí¿á-
Ö▲ê ¡ÜÖïöíÖö, ÜïÜßñÖÖÜ ¡Ü~ââóîóñÖöí ÇóÑëíç¿ó-

ôñï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó ç £í¡ÜÖñ がíëïó. 

が¿　 äÜïöëÜñÖó　 ½ÜÑñ¿ó äÜçñÑñÖó　 Ñóï¡í 

äÜÑ ÖíÇëÜ£¡Üú ëíïï½Üöëó½ £íÑíôÜ ゐóÜ (M.A. Biot, 

1941) – ¡¿íïïóôñï¡Ü0 £íÑíôÜ Ü ÖíêÜ¢ÑñÖóó Öí-
äë　¢ñÖóú ó ÑñâÜë½íîóú ç äÜëÜÜäëÜÇÜ½ öñ¿ñ [9–

12]. ゑÜ£á½ñ½ äÜëÜÜäëÜÇÜñ öñ¿Ü Üßéñ½Ü½ V ï Çëí-
Öóîñú S (V  = V∪ S), £í¡ëñä¿ñÖÖÜñ ï ÜÑÖÜú ïöÜ-

ëÜÖ▲ (ëóï. 1), ÇÑñ j j, 0.u uS S S S S= ∪ ∩ =  ぞí ÖñÇÜ 

ÑñúïöçÜ0ö ½íïïÜç▲ñ ïó¿▲, ¡ÜöÜë▲ñ 　ç¿　0öï　 

âÜÖ¡îó　½ó ¡ÜÜëÑóÖíö. げí½ñöó½, ôöÜ £íÑíôí 　ç¿　ñöï　 ¡çí£óïöíöóôñï¡Üú, öí¡ 

¡í¡ ½▲ äëñÖñßëñÇíñ½ ïó¿í½ó óÖñëîóó. で¿ñÑÜ　 ëíïïÜ¢ÑñÖó　½ ゐóÜ, £íäóüñ½ 

äÜïöíÖÜç¡Ü £íÑíôó:  

ばëíçÖñÖóñ ëíçÖÜçñïó　 

j 0,F∇⋅ + =#   ,r V∈  

ÇÑñ j#  – ïó½½ñöëóôÖ▲ú öñÖ£Üë Öíäë　¢ñÖó　; F  – çñ¡öÜë ½íïïÜç▲ê ïó¿; r  – 

ëíÑóÜï çñ¡öÜë öÜô¡ó Üß¿íïöó. 

げí¡ÜÖ がíëïó 

せ ,v p= − ∇   ,r V∈                                                (1) 

ÇÑñ v  – ï¡ÜëÜïöá âó¿áöëíîóó ¢óÑ¡Üïöó; せ – ¡Ü~ââóîóñÖö ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú 

äëÜÖóîíñ½Üïöó; p – ÇóÑëíç¿óôñï¡Üñ Ñíç¿ñÖóñ ¢óÑ¡Üïöó. 

だäëñÑñ¿　0àññ ïÜÜöÖÜüñÖóñ Ñ¿　 Öíäë　¢ñÖó　 ç äÜëÜÜäëÜÇÜ½ öñ¿ñ, ïÜ-

Ç¿íïÖÜ ゐóÜ, 

0j 2µi そi ,I bpI= + −# ###  ,r V∈                                        (2) 

ÇÑñ b – ¡Ü~ââóîóñÖö ゐóÜ; µ ó λ – äÜïöÜ　ÖÖ▲ñ ずí½ñ; i#  – öñÖ£Üë ÑñâÜë½íîóó 

öçñëÑÜÇÜ öñ¿í; 0i  – ïëñÑÖ　　 ÑñâÜë½íîó　 öçñëÑÜÇÜ öñ¿í; I#  – ñÑóÖóôÖ▲ú  

öñÖ£Üë. 

でÜÜöÖÜüñÖóñ Ñ¿　 ó£½ñÖñÖó　 Üßéñ½ÖÜÇÜ ïÜÑñë¢íÖó　 ¢óÑ¡Üïöó ç äÜëÜÜä-

ëÜÇÜ½ öñ¿ñ 

0
つ i ,

p
b

M
= +  ,r V∈  

ÇÑñ ξ – Üßéñ½ÖÜñ ïÜÑñë¢íÖóñ ¢óÑ¡Üïöó; M – ½ÜÑÜ¿á ゐóÜ. 

 

 

 

 
 

づóï. 1. ぢÜëÜÜäëÜÇÜñ öñ¿Ü 
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ばëíçÖñÖóñ Öñëí£ë▲çÖÜïöó Ñ¿　 ¢óÑ¡Üïöó  

d つ
,

d
w

t
= −∇ ⋅   ,r V∈  

ÇÑñ w  – çñ¡öÜë ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜÇÜ ½íïïÜçÜÇÜ äÜöÜ¡í ¢óÑ¡Üïöó. 

ゎñÜ½ñöëóôñï¡Üñ ïÜÜöÖÜüñÖóñ とÜüó 

( )1
i ,

2
u u= ∇ + ∇#   ,r V∈  

ÇÑñ u  – äñëñ½ñàñÖóñ ÜäëÜÇÜÇÜ ï¡ñ¿ñöí. 
ゎëíÖóôÖ▲ñ Üï¿Üçó　 

ˆj ,n T⋅ = ##   j ,r S∈  

ˆ ,u u=   ,ur S∈   

ˆ ,p p=   j ,r S∈  

ÇÑñ n  – çñ¡öÜë ÖÜë½í¿ó ¡ äÜçñëêÖÜïöó; 
ˆ

T#  – £íÑíÖÖ▲ú çñ¡öÜë äÜçñëêÖÜïöÖÜÇÜ 

Öíö　¢ñÖó　; û  – £íÑíÖÖ▲ú çñ¡öÜë äñëñ½ñàñÖó　; p
&

 – £íÑíÖÖÜñ Ñíç¿ñÖóñ ¢óÑ-

¡Üïöó Öí ÇëíÖóîñ. 
ぞíôí¿áÖ▲ñ Üï¿Üçó　 

( ,0) 0,u r =   ,r V∈  

つ( ,0) 0,r =  .r V∈  

ゎ¿íçÖ▲ú ßóÜ½ñêíÖóôñï¡óú âí¡öÜë, ç¿ó　0àóú Öí âÜÖ¡îóÜÖóëÜçíÖóñ 

ïÜïöíçÖÜÇÜ Ñóï¡í, – ~öÜ Öíäë　¢ñÖó　, ç▲£▲çíñ½▲ñ ¢ñçíöñ¿áÖ▲½ó ÖíÇëÜ£¡í½ó. 

ゑ ÜëíçÖñÖóó (2), Üäóï▲çí0àñ½ ~öÜ Öíäë　¢ñÖóñ, äëóïÜöïöçÜ0ö äÜïöÜ　ÖÖ▲ñ 

ずí½ñ, £ÖíôñÖóñ ¡ÜöÜë▲ê ó£çñïöÖÜ. ごÖí　 ïóöÜíîó　 ç £í¡ÜÖñ がíëïó (1), ¡ÜöÜë▲ú 

Üäóï▲çíñö äÜçñÑñÖóñ ¢óÑ¡Üïöó äëó Ñçó¢ñÖóó ç äÜëÜÜäëÜÇÜ½ öñ¿ñ [13, 14].  

ゑ Öñ½ äëóïÜöïöçÜñö ¡Ü~ââóîóñÖö ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó せ, £ÖíôñÖóñ 
¡ÜöÜëÜÇÜ ÖñÜßêÜÑó½Ü ÜäëñÑñ¿óöá ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖÜ. 

Ä¡ïäñëó½ñÖö äÜ ÜäëñÑñ¿ñÖó0 ¡Ü~ââóîóñÖöí ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú äëÜÖó-

îíñ½Üïöó Ñóï¡í çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜÇÜ ïÜïöíçí. が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 ¡Ü-

~ââóîóñÖöí äëÜÖóîíñ½Üïöó ß▲¿ äëÜçñÑñÖ ~¡ïäñëó½ñÖö [15]. ゑ ~¡ïäñëó½ñÖöñ 
óïäÜ¿á£Üçí¿ï　 Ñóï¡ çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜÇÜ ïÜïöíçí çÜïá½ó½ñï　ôÖÜú ïçó-

Öáó, öí¡ ¡í¡ öÜ¿á¡Ü ïÜïöíç ïçóÖáó Öñïñö ÖíÇëÜ£¡Ü, ïÜäÜïöíçó½Ü0 ï ゑぞぶで  

ôñ¿Üçñ¡í. ゐÜ¿ññ öÜÇÜ, ëí£½ñë▲ ïöëÜ¡öÜë ïçóÖÜÇÜ ïÜïöíçí äÜÑÜßÖ▲ ëí£½ñëí½ 

ゑぞぶで ôñ¿Üçñ¡í, ó½ñ0ö íÖí¿ÜÇóôÖÜ0 ½ÜëâÜ¿ÜÇó0, ôöÜ ïç　£íÖÜ ï öóäÜ½  

äóöíÖó　 ïçóÖñú – çïñ　ÑÖÜïöá0. だÑÖó½ ó£ Öñ½ÖÜÇóê Üö¿óôóú ç âÜÖ¡îóÜ-

Öí¿áÖÜú ÖíÇëÜ£¡ñ ç £ÜßÜôñ¿0ïöÖÜú ïóïöñ½ñ ôñ¿Üçñ¡í 　ç¿　ñöï　 ôíïöÜöí ¢ñçí-
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Öó　: ïçóÖá　 ¢Üñö Öñï¡Ü¿á¡Ü ß▲ïöëññ (ôíïöÜöí 2,0–3,0 ゎî), ôñ½ ôñ¿Üçñ¡ (ôíïöÜ-

öí 0,1–1,5 ゎî). ゑëñ½　 Üö £íßÜ　 ÑÜ Öíôí¿í äëÜçñÑñÖó　 ~¡ïäñëó½ñÖöí ïÜïöíç¿　-

¿Ü 6 ô. 

ぢÜÑÇÜöÜç¿ñÖÖ▲ñ Üßëí£î▲ Ñóï¡í ゑぞぶで ïçóÖáó äÜ½ñàí¿óïá ç ÜïöëÜúïöçÜ 

(½ñ¢ÑÜ ÑçÜ½　 Üä¿ÜöÖóöñ¿　½ó ç çóÑñ ëñ£óÖÜç▲ê ¡Ü¿ñî), ëí£ëíßÜöíÖÖÜñ Ñ¿　 

ñÇÜ ¡ëñä¿ñÖó　 çÜ çëñ½　 ~¡ïäñëó½ñÖöí. どí¡¢ñ Ñ¿　 äëÜçñÑñÖó　 ~¡ïäñëó½ñÖöí 

ïÜßóëí¿íïá ÖíäÜëÖí　 ¡Ü¿ÜÖ¡í, ïÜïöÜ　àí　 ó£ ç▲ïÜ¡ÜöÜôÖ▲ê ~¿ñ¡öëÜÖÖ▲ê çñ-
ïÜç, ïñ¡ÜÖÑÜ½ñëí ó öëÜß¡ó ï äÜïöÜ　ÖÖ▲½ ïöÜ¿ßÜ½ ëíïöçÜëí び~Ö¡cí.  

ぶñëñ£ Üßëí£ñî, ÖíêÜÑ　àóúï　 ç ïäñîóí¿áÖÜ½ ÜïöëÜúïöçñ, äÜÑ äÜïöÜ　ÖÖ▲½ 

Ñíç¿ñÖóñ½ äëÜäÜï¡í¿ï　 ëíïöçÜë び~Ö¡ïí. で äÜ½Üàá0 çñïÜç ó£½ñë　¿íïá ½íïïí 

äëÜüñÑüñú ôñëñ£ Üßëí£ñî ¢óÑ¡Üïöó, ï äÜ½Üàá0 ïñ¡ÜÖÑÜ½ñëí – çëñ½　 äëÜ-

êÜ¢ÑñÖó　 ¢óÑ¡Üïöó ôñëñ£ Üßëí£ñî. 

ゑ ëñ£Ü¿áöíöñ ó£½ñëñÖóú äÜ¿ÜôñÖí ï¿ñÑÜ0àí　 çñ¿óôóÖí ¡Ü~ââóîóñÖöí 

ÇóÑëíç¿óôñï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó: 

155,86 10−κ = ⋅  
2½

.
ぢí ï⋅

 

ご£ ~¡ïäñëó½ñÖöí ½Ü¢ÖÜ ïÑñ¿íöá ç▲çÜÑ, ôöÜ ¡Ü~ââóîóñÖö ÇóÑëíç¿óôñ-
ï¡Üú äëÜÖóîíñ½Üïöó ïÜïöíçÖÜÇÜ Ñóï¡í Ññúïöçóöñ¿áÖÜ ï¿ñÑÜñö ÜäëñÑñ¿　öá 

~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖÜ, öí¡ ¡í¡ £ÖíôñÖóñ ¡Ü~ââóîóñÖöí Ñ¿　 ½ñÖóï¡í ¡Ü¿ñÖÖÜÇÜ 

ïÜïöíçí, ¡ÜöÜëÜñ Üß▲ôÖÜ óïäÜ¿á£Üñöï　 äëó ëíïôñöíê, ïç　£íÖÖ▲ê ï ïÜïöíçÖ▲½ 

Ñóï¡Ü½ çóïÜôÖÜ-Öó¢Öñôñ¿0ïöÖÜÇÜ ïÜïöíçí, ó £ÖíôñÖóñ ¡Ü~ââóîóñÖöí ïí½ÜÇÜ 

Ñóï¡í Üö¿óôí0öï　 ççóÑÜ óê ëí£¿óôÖ▲ê âÜÖ¡îóú. が¿　 äëÜçñë¡ó ~öÜú ÇóäÜöñ£▲ 

ÖñÜßêÜÑó½Ü äëÜçñïöó ëíïôñö Öí Öíäë　¢ñÖó　 ó Ñíç¿ñÖóñ ç Ñóï¡ñ ï ëí£¿óôÖ▲½ó 

¡Ü~ââóîóñÖöí½ó äëÜÖóîíñ½Üïöó. 

ぢÜïöëÜñÖóñ ½ÜÑñ¿ó Ñóï¡í ゑぞぶで. げíÑíôí ぜíÖÑñ¿　. ぶöÜß▲ äÜïöëÜóöá 

½ÜÑñ¿á Ñóï¡í, Üßëíöó½ï　 ¡ ñÇÜ íÖíöÜ½óó ó âó£óÜ¿ÜÇóó. ぢÜ ¡ëí　½ Ñóï¡í ÖíêÜ-

Ñ　öï　 ïÜêÜ¢ó¿ó　, Üßñïäñôóçí0àóñ äñëñ½ñàñÖóñ Ñóï¡í ç ïÜïöíçñ. が¿　 äóöí-
Öó　 ïÜêÜ¢ó¿óú Öí äñëóâñëóó Ñóï¡í ëíïäÜ¿Ü¢ñÖ▲ ¡ëÜçñÖÜïÖ▲ñ ïÜïÜÑ▲.  

ゑ îñÖöëñ ïÜïÜÑ▲ ÜöïÜöïöçÜ0ö, ó äóöíÖóñ Ñóï¡í äëÜóïêÜÑóö £í ïôñö ïóÖÜçó-

í¿áÖÜú ¢óÑ¡Üïöó, ¡ÜöÜëí　 çäóö▲çíñöï　 ó äñëñëíïäëñÑñ¿　ñöï　 ï äÜ½Üàá0 

ßñ¿¡í, ½Ü¡ÜóÑí, ïç　£▲çí0àñÇÜ çÜ¿Ü¡Öí êë　àñçÜÇÜ ï¡ñ¿ñöí. ぢÜï¿ñ äñëñëíßÜö-
¡ó ïóÖÜçóí¿áÖí　 ¢óÑ¡Üïöá ó£ îñÖöëí Ñóï¡í ôíïöóôÖÜ çäóö▲çíñöï　 ¿ó½âÜÜ£-
¿í½ó, ¡ÜöÜë▲ñ ÖíêÜÑ　öï　 ç½ñïöñ ï ¡ëÜçñÖÜïÖ▲½ó ïÜïÜÑí½ó Öí ¡ëí　ê, Öñ¡ÜöÜ-

ëí　 ôíïöá äÜäíÑíñö ÜßëíöÖÜ ç ïÜïöíçÖÜ0 ïÜ½¡Ü.  

どñäñëá ëíïï½Üöëó½ ½ÜÑñ¿á Ñóï¡í ï äÜ£óîóó öñÜëóó äÜëÜÜäëÜÇÜïöó. ぢëó 

äÜïöëÜñÖóó ½ÜÑñ¿ó ßÜÑñ½ ëíïï½íöëóçíöá Öñ çñïá Ñóï¡, í öÜ¿á¡Ü îñÖöëí¿áÖÜ0 

£ÜÖÜ, ïçÜßÜÑÖÜ0 Üö ïÜïÜÑÜç ó ¿ó½âÜÜ£¿Üç. だÖí äëñÑïöíç¿　ñö ÜïÜß▲ú óÖöñëñï 
ï öÜô¡ó £ëñÖó　 öÜÇÜ, ôöÜ äëó äÜçëñ¢ÑñÖóó Ñóï¡í ñÇÜ ¡ëí　 ïÜ çëñ½ñÖñ½ ïí½Ü-

ïöÜ　öñ¿áÖÜ £í¢óçí0ö, äÜçëñ¢ÑñÖó　 ¢ñ ç îñÖöëí¿áÖÜú £ÜÖñ äÜÑ¿ñ¢íö êóëÜë-

Çóôñï¡Ü½Ü ç½ñüíöñ¿áïöçÜ.  
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ぢëñÑïöíçó½ ~öÜ £ÜÖÜ ç çóÑñ äÜëÜÜäëÜÇÜ-

ÇÜ öñ¿í äë　½ÜÜÇÜ¿áÖÜú âÜë½▲ Ñ¿óÖÜú 2í, 

Ü¡ëÜ¢ñÖÖÜú ï ÑçÜê ïöÜëÜÖ ¢ñïö¡ó½ó ÖñäëÜ-

Öóîíñ½▲½ó ä¿íïöóÖí½ó (£íÑíôí ぜíÖÑñ¿　) 

(ëóï. 2) [16]. ぞó¢Ö　　 ä¿íïöóÖí äëñÑïöíç¿　ñö 
ïÜßÜú ½▲àñ¿Ü¡ Öó¢Öñú ôñ¿0ïöó, ç öÜ çëñ½　 

¡í¡ çñëêÖ　　 – ôñüÜúôíöí　 ôíïöá çóïÜôÖÜú 

¡Üïöó. とí¡ ß▲¿Ü £í½ñôñÖÜ ëíÖññ, ïóÖÜçóí¿á-

Öí　 ¢óÑ¡Üïöá ïçÜßÜÑÖÜ ç▲öñ¡íñö ó£ îñÖöëí 
Ñóï¡í, ç ïç　£ó ï ~öó½ £í¡ëñä¿ñÖó　 Öí ¡ëí　ê 

ÜöïÜöïöçÜ0ö. 
がí¿ññ ¡ îñÖöëÜ Üßñóê ä¿íïöóÖ äëó¿Ü-

¢ó½ äÜïöÜ　ÖÖÜ0 ïó¿Ü çñ¿óôóÖÜú F, Ññúïö-
çÜ0àÜ0 ç Öíäëíç¿ñÖóó Üïó Ü, ½ÜÑñ¿óëÜ0-

àÜ0 ÖíÇëÜ£¡Ü ç ゑぞぶで ç äëÜîñïïñ ¢ñçíÖó　. どí¡¢ñ ïöÜóö £í½ñöóöá, ôöÜ ¡íïí-
öñ¿áÖ▲ñ Öíäë　¢ñÖó　 Öí Üôíïö¡ñ ¡ÜÖöí¡öí äÜëÜÜäëÜÇÜÇÜ öñ¿í ó ä¿íïöóÖ ÜöïÜö-
ïöçÜ0ö. ÄöÜ ½Ü¢ÖÜ Üßé　ïÖóöá öñ½ âí¡öÜ½, ôöÜ ¡Ü~ââóîóñÖö öëñÖó　 ß¿ó£Ü¡ 

¡ ÖÜ¿0 ß¿íÇÜÑíë　 Öí¿óôó0 ïóÖÜçóí¿áÖÜú ¢óÑ¡Üïöó – ó öëñÖóñ½ ¡í¡ öí¡Üç▲½ 

½Ü¢ÖÜ äëñÖñßëñôá. ゐÜ¿ññ öÜÇÜ, Öí ÇëíÖóîíê, ÇÑñ ¢óÑ¡Üïöá ïçÜßÜÑÖÜ ç▲öñ¡íñö, 
ÑñâÜë½íîóó ç Öíäëíç¿ñÖóó Üïó ê ëíçÖ▲ ÖÜ¿0. ぢÜï¡Ü¿á¡Ü ½▲ ëíïï½íöëóçíñ½ 

ä¿Üï¡Ü0 ½ÜÑñ¿á, Öíäë　¢ñÖó　 ó ÑñâÜë½íîóó ç Öíäëíç¿ñÖóó Üïó z ëíçÖ▲ ÖÜ¿0. 

ぢÜïöíÖÜç¡í £íÑíôó. ごïäÜ¿á£Ü　 ÜßàÜ0 äÜïöíÖÜç¡Ü £íÑíôó äÜëÜÜäëÜÇÜ-

ïöó, ççñÑñÖÖ▲ñ ëíÖññ ÑÜäÜàñÖó　, Öíôí¿áÖ▲ñ ó ÇëíÖóôÖ▲ñ Üï¿Üçó　, í öí¡¢ñ 

âÜë½Ü¿▲ äëñÜßëí£ÜçíÖó　 äÜëÜÜäëÜÇóê ¡ÜÖïöíÖö, £íäóüñ½ äÜïöíÖÜç¡Ü £íÑíôó 

Ñ¿　 ½ÜÑñ¿ó Ñóï¡í. が¿　 ÜÑÜßïöçí äëóçÜÑó½ ¡ ßñ£ëí£½ñëÖÜ½Ü çóÑÜ çñ¿óôóÖ▲ 

Ñíç¿ñÖó　 ó Öíäë　¢ñÖó　, óïäÜ¿á£Ü　 Öíôí¿áÖ▲ñ £ÖíôñÖó　. ゑñ¿óôóÖí çëñ½ñÖó 

ó ¡ÜÜëÑóÖíö▲ öí¡¢ñ ÖÜë½óëÜ0öï　. 

ぞñïöíîóÜÖíëÖÜñ äíëíßÜ¿óôñï¡Üñ ÜëíçÖñÖóñ Üäóï▲çíñö Ñçó¢ñÖóñ ¢óÑ¡Ü-

ïöó çÖÜöëó êë　àñçÜÇÜ ï¡ñ¿ñöí äÜëÜÜäëÜÇÜÇÜ öñ¿í: 

( ) ( )2

1 1
1, 1, ,

1 1

u u
yy yy

v v
t p t p

t v vx

− −∂ ∂   σ + = σ +   ∂ − −∂   
 

ÇÑñ yyσ  – ßñ£ëí£½ñëÖÜñ Öíäë　¢ñÖóñ ç êë　àñçÜ½ ï¡ñ¿ñöñ äÜ Üïó y; p  – ßñ£-

ëí£½ñëÖÜñ ÇóÑëíç¿óôñï¡Üñ Ñíç¿ñÖóñ; uv  – ¡Ü~ââóîóñÖö ぢÜíïïÜÖí ÖñÑëñÖóëÜ-

çíÖÖÜÇÜ öñ¿í; v  – ¡Ü~ââóîóñÖö ぢÜíïïÜÖí ÑëñÖóëÜçíÖÖÜÇÜ öñ¿í. 
ぞíôí¿áÖ▲ñ Üï¿Üçó　 

( ,0) 1,

j ( ,0) 1.yy

p x

x

=
 =

 

づóï. 2. ぢÜëÜÜäëÜÇí　 ½ÜÑñ¿á Ñóï¡í
ゑぞぶで 
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ゎëíÖóôÖ▲ñ Üï¿Üçó　 

(1, ) 0.p t =  

が¿　 ëñüñÖó　 öí¡ÜÇÜ ÜëíçÖñÖó　 äëó½ñÖó½ ½ñöÜÑ ëí£Ññ¿ñÖó　 äñëñ½ñÖÖ▲ê 

ぱÜëáñ. ゑ ëñ£Ü¿áöíöñ äÜ¿Üôó½ óöÜÇÜçÜñ ç▲ëí¢ñÖóñ Ñ¿　 Öíäë　¢ñÖó　 ó Ñíç¿ñ-
Öó　 ç çóÑñ ßñï¡ÜÖñôÖÜÇÜ ë　Ñí 

( ) ( ) ( )2
0

1

1
, cos cos exp

1

u
yy n n n n

nu u

v v
x t A A x t

v v v

∞

=

 ν − −σ = + α − α −α − − 
∑ , 

( ) ( ) ( )2

1

cos g cosg
, 2 sing exp g

g sing cosg
n n

n n n

n n n n

x
p x t A t

∞

=

 −
= − − 
∑ . 

ぢñëñúÑñ½ ¡ Üß▲ôÖ▲½ çñ¿óôóÖí½ ó äñëñäóüñ½ ëñüñÖóñ Ñ¿　 Ñíç¿ñÖó　 

ó Öíäë　¢ñÖó　 

( )
2

2

1

cos cos
2

( , ) 1 sin
3 sin cos

f
n

c
n n t

a
u n

n n nn

x

a
p x t B v e

∞ −α ⋅

=

 α − α 
 = + ϖ α ⋅

α − α ⋅ α∑  

1

singj ( , ) 2
1 g sing cosg
u n

yy

n n nn

v v
x t

v

∞

=

−= −ϖ+ ϖ ×
− − ⋅∑  

2
2

g1
cosg cos g ,

f
n

c
t

a
n n

u

v x
e

v v a

− ⋅ −  × − ⋅  −   
 

ÇÑñ ϖ  – Öíäë　¢ñÖóñ Üö äëó¿Ü¢ñÖÖÜú ÖíÇëÜ£¡ó ç Öíôí¿áÖ▲ú ½Ü½ñÖö çëñ½ñÖó; 

fc  – ¡Ü~ââîóñÖö ÑóââÜ£óó; a – Ñ¿óÖí öñ¿í. 

ゎëíâóôñï¡óñ ëñ£Ü¿áöíö▲ ëíïôñöí ½ÜÑñ¿ó äëóçñÑñÖ▲ Öó¢ñ. ぞí ëóï. 3 

äëñÑïöíç¿ñÖÜ ëíïäëñÑñ¿ñÖóñ ÇóÑëíç¿óôñï¡ÜÇÜ Ñíç¿ñÖó　, Öí ëóï. 4 – ëíïäëñÑñ-
¿ñÖóñ Öíäë　¢ñÖó　 ç ÜäëÜÇÜ½ ï¡ñ¿ñöñ Ñóï¡í ゑぞぶで ï öñôñÖóñ½ çëñ½ñÖó.  

ぞí Çëíâó¡ñ ëíïï½íöëóçíñöï　 çëñ½　 öñôñÖó　 ¢óÑ¡Üïöó 2 ï. ÄöÜ äëó½ñëÖÜ ëíç-

ÖÜ äñëóÜÑÜ ÜÑÖÜÇÜ îó¡¿í ¢ñçíÖó　 ôñ¿Üçñ¡í. ごÖ▲½ó ï¿Üçí½ó, Öí ëóïÜÖ¡íê 

ó£Üßëí¢ñÖÜ ó£½ñÖñÖóñ Ñíç¿ñÖó　 ó Öíäë　¢ñÖó　 £í ÜÑóÖ îó¡¿ ¢ñçíÖó　. 

ゑ Öíôí¿áÖ▲ú ½Ü½ñÖö çëñ½ñÖó Ñíç¿ñÖóñ ç îñÖöëñ öñ¿í ß¿ó£¡Ü ¡ Öíôí¿á-

ÖÜ½Ü, ÖÜ äëñç▲üíñö ñÇÜ Öí Öñ¡ÜöÜëÜ0 çñ¿óôóÖÜ. ÄöÜ ½Ü¢ÖÜ Üßé　ïÖóöá öñ½, 

ôöÜ ç　£¡í　 ¢óÑ¡Üïöá Öñ ½Ü¢ñö ½ÇÖÜçñÖÖÜ Öíôíöá Ñçó¢ñÖóñ ç äÜëóïöÜú ïëñÑñ. 
ぶöÜß▲ Öíôíöá öñôñÖóñ, öëñßÜñöï　 ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜñ Üïó¿óñ, ç ïç　£ó ï ~öó½ Ñíç¿ñ-
Öóñ ç äÜëíê çÜ£ëíïöíñö. がíÖÖ▲ú ~ââñ¡ö óÇëíñö äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜ0 ëÜ¿á ç âÜÖ¡-

îóÜÖóëÜçíÖóó Ñóï¡í: Ñíç¿ñÖóñ ç äÜëíê ó Öíäë　¢ñÖóñ ç ÜäëÜÇÜ½ ï¡ñ¿ñöñ ïç　-

£íÖ▲ Öíäë　½Ü0: ôñ½ ç▲üñ ÇóÑëíç¿óôñï¡Üñ Ñíç¿ñÖóñ, öñ½ Öó¢ñ Öíäë　¢ñÖóñ 

êë　àñçÜÇÜ ï¡ñ¿ñöí, ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, öí¡Üñ  çÜ£ëíïöíÖóñ Ñíç¿ñÖó　 Öñ Ñíñö Ñóï¡Ü  
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づóï. 3. づíïäëñÑñ¿ñÖóñ Ñíç¿ñÖó　 ç öñ¿ñ ï öñôñÖóñ½ çëñ½ñÖó 

 

 

 
 

づóï. 4. づíïäëñÑñ¿ñÖóñ Öíäë　¢ñÖó　 ç öñ¿ñ ï öñôñÖóñ½ çëñ½ñÖó 
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ëí£ëÜüóöáï　 äÜÑ Ññúïöçóñ½ ½ÇÖÜçñÖÖÜú ÖíÇëÜ£¡ó. がí¿ññ, ëíïï½íöëóçí　 £íçó-

ïó½Üïöá ÇóÑëíç¿óôñï¡ÜÇÜ Ñíç¿ñÖó　 Üö Ñ¿óÖ▲ ½ÜÑñ¿ó ç ëí£¿óôÖ▲ñ ½Ü½ñÖö▲ 

çëñ½ñÖó, Öíß¿0Ñíñ½ äíÑñÖóñ Ñíç¿ñÖó　 äÜ çïñ½Ü öñ¿Ü äÜ ~¡ïäÜÖñÖöñ ç ïç　£ó 

ïÜ ïçÜßÜÑÖ▲½ ç▲öñ¡íÖóñ½ ¢óÑ¡Üïöó äÜ ¡ëí　½. ごÖ▲½ó ï¿Üçí½ó, ï öñôñÖóñ½ 

çëñ½ñÖó ç öñ¿ñ äëÜóïêÜÑóö äñëñëíïäëñÑñ¿ñÖóñ Ñíç¿ñÖó　. 

がíç¿ñÖóñ ç ¢óÑ¡Üïöó äíÑíñö, ï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜ, Öíäë　¢ñÖó　 ç Ñóï¡ñ çÜ£ëíï-
öí0ö, ôöÜ çóÑÖÜ Öí Çëíâó¡íê (ëóï. 4). どí¡Üñ äÜçñÑñÖóñ Öíäë　¢ñÖóú ó Ñíç¿ñ-
Öó　 ç Ñóï¡ñ ïäÜïÜßïöçÜñö ëíçÖÜ½ñëÖÜ½Ü ëíïäëñÑñ¿ñÖó0 ÖíÇëÜ£¡ó, äëñÑÜö-
çëíàíñö ñÇÜ Üö ½ñêíÖóôñï¡óê äÜçëñ¢ÑñÖóú, í öí¡¢ñ Üßñïäñôóçíñö äóöíÖóñ 
£ÜÖ, ïçÜßÜÑÖ▲ê Üö ¡ëÜçñÖÜïÖ▲ê ïÜïÜÑÜç. 

ぢÜïöëÜñÖóñ ½ÜÑñ¿ó Ñóï¡í ゑぞぶで ï äÜ£óîóó öñÜëóó äÜëÜÜäëÜÇÜïöó ó½ññö 
ë　Ñ äëñó½Üàñïöç äñëñÑ ÑëÜÇó½ó ½ÜÑñ¿　½ó. だÖí äÜ£çÜ¿　ñö Üôñïöá íÖíöÜ½ó0 

ó ÇóïöÜ¿ÜÇó0 Ñóï¡í, Üßé　ïÖóöá ëÜ¿á ïóÖÜçóí¿áÖÜú ¢óÑ¡Üïöó ç êë　àñçÜ½ 

½íöëó¡ïñ ï öÜô¡ó £ëñÖó　 ½ñêíÖó¡ó. ゐÜ¿ññ öÜÇÜ, öí¡í　 ½ÜÑñ¿á äÜ£çÜ¿　ñö ëíï-
üóëóöá äÜ¿ñ óïï¿ñÑÜçíÖó　 – Öíäëó½ñë, ½Ü¢ÖÜ Öíúöó Öíäë　¢ñÖÖÜ-ÑñâÜë½ó-

ëÜçíÖÖÜñ ïÜïöÜ　Öóñ Ñóï¡í ï ÜôñöÜ½ ïçÜúïöç äíöÜ¿ÜÇóôñï¡Üú ïóÖÜçóí¿áÖÜú 

¢óÑ¡Üïöó.  

 

づíßÜöí ç▲äÜ¿ÖñÖí äëó äÜÑÑñë¢¡ñ âÜÖÑí づぱぱご – ÇëíÖö 11-01-00910-í. 
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