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DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL DESCRIPTION  

OF THE INTENAL STRUCTURE OF CANCELLOUS BONE 

だÑÖÜú ó£ ÜïÖÜçÖ▲ê £íÑíô ïÜçëñ½ñÖÖÜú ßóÜ½ñêíÖó¡ó £ÜßÜôñ¿0ïöÖÜú ïóïöñ½▲ 　ç¿　ñöï　 

Üôñö ïöëÜ¡öÜëÖ▲ê ÜïÜßñÖÖÜïöñú Ñ¿　 ëí£¿óôÖ▲ê ññ ÜöÑñ¿Üç. ぞñÜÑÖÜëÜÑÖÜïöá äÜëóïöÜú ïöëÜ¡öÜë▲ 

½Ü¢ñö ß▲öá ÜäóïíÖí ½ñöÜÑí½ó ¡Ü¿óôñïöçñÖÖÜú ïöñëñÜ¿ÜÇóó; äëó ~öÜ½ ïöëÜ¡öÜëÖ▲ñ ÜïÜßñÖÖÜïöó 

¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó Üäóï▲çí0öï　 äÜïëñÑïöçÜ½ öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ 『 (fabric tensor). ゑ ëíßÜöñ ëíïï½Üö-
ëñÖí ó£½ñëóöñ¿áÖí　 äëÜîñÑÜëí, äÜ£çÜ¿　0àí　 äëÜçÜÑóöá ïöñëñÜ¿ÜÇóôñï¡óñ óïï¿ñÑÜçíÖó　. ごï-

ï¿ñÑÜçíÖ▲ ïçÜúïöçí öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ äÜïëñÑïöçÜ½ ñÇÜ äÜïöëÜñÖó　 Ñ¿　 Üßëí£îí ÇÜßôíöÜú ¡Üïöó, 

ç▲ïñôñÖÖÜÇÜ ó£ ÇÜ¿Üç¡ó ßñÑëñÖÖÜú ¡Üïöó ôñ¿Üçñ¡í. 
 

と¿0ôñç▲ñ ï¿Üçí: ßóÜ½ñêíÖóôñï¡Üñ ½ÜÑñ¿óëÜçíÖóñ, £í¡ÜÖ ゑÜ¿áâí, ïöëÜ¡öÜëí ¡ÜïöÖ▲ê 

ö¡íÖñú, öëíßñ¡Ü¿　ëÖí　 (ÇÜßôíöí　) ¡ÜïöÖí　 ö¡íÖá, öñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲, ~¿¿óäï ïöëÜ¡öÜë▲. 

 

Consideration of structural features of the dentofacial system units is one of the main problems of 

contemporary dental biomechanics. Heterogeneity of spongy structure can be described by methods  

of quantitative stereology. At the same time, structural bone tissue features are described by means of 

the fabric tensor 『. The measuring procedure for stereological investigations is analyzed. Properties  

of fabric tensor by constructing it for a sample of cancellous bone, carved out of the femoral  

head of human was investigated. 
 

Keywords: biomechanical modelling, Wolff’s law, bone tissue structure, cancellous bone tissue, 

fabric tensor, ellipse structure. 

 

とí¢Ñí　 ó£ ßÜ¿ññ ôñ½ 200 ¡Üïöñú ï¡ñ¿ñöí 　ç¿　ñöï　 ¢óç▲½, í¡öóçÖÜ âÜÖ¡-

îóÜÖóëÜ0àó½ ó Öñäëñë▲çÖÜ ÜßÖÜç¿　0àó½ï　 ÜëÇíÖÜ½. だïÜßñÖÖÜïöó çÖÜö-
ëñÖÖñÇÜ ïöëÜñÖó　 ¡Üïöó ¡í¡ Ü ½¿ñ¡Üäóöí0àóê, öí¡ ó Ü ôñ¿Üçñ¡í ÜßÜï¿Üç¿ñÖ▲ 

ññ ¡Ü½äí¡öÖ▲½ ó ÇÜßôíö▲½ çñàñïöçÜ½. 

とÜ½äí¡öÖÜñ çñàñïöçÜ (substantia compacta) ä¿ÜöÖ▲½ ï¿Üñ½ ëíïäÜ¿íÇíñö-
ï　 Öí äñëóâñëóó ¡Üïöó. だïÖÜçÜ ñÇÜ ïÜïöíç¿　0ö ¡ÜïöÖ▲ñ ä¿íïöóÖ¡ó. ゎÜßôíöÜñ 
çñàñïöçÜ (substantia spongiosa) ëíïäÜ¿Ü¢ñÖÜ äÜÑ ¡Ü½äí¡öÖ▲½, ó½ññö äÜëóï-
öÜ0 ïöëÜ¡öÜëÜ, Üßëí£ÜçíÖÜ ÜöÑñ¿áÖ▲½ó ¡ÜïöÖ▲½ó äñëñ¡¿íÑóÖí½ó, ó¿ó öëíßñ-
¡Ü¿í½ó, ÜïÖÜçÜ ½ó¡ëÜï¡Üäóôñï¡ÜÇÜ ïöëÜñÖó　 ¡ÜöÜë▲ê öí¡¢ñ ïÜïöíç¿　0ö ¡Ü-
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ïöÖ▲ñ ä¿íïöóÖ¡ó [1]. ぞíäëíç¿ñÖóñ óê êÜÑí ïöëÜÇÜ ïÜÜöçñöïöçÜñö ÜëóñÖöíîóó 

ó ç▲ëí¢ñÖÖÜïöó ÑñúïöçÜ0àóê Öí ¡Üïöá ïó¿. 

ぜñêíÖóôñï¡óñ ïçÜúïöçí ¡Üïöñú äÜÑôóÖ　0öï　 öñ½ ¢ñ äëóÖîóäí½, ôöÜ 

ó ÖñïÜàóñ ¡ÜÖïöëÜ¡îóó, ïÑñ¿íÖÖ▲ñ ¿0Ñá½ó. だÑÖí¡Ü ïäÜïÜßÖÜïöá äÜ£çÜÖÜô-

Ö▲ê äëóïäÜïíß¿óçíöá ïöëÜ¡öÜëÜ ïçÜñú ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó ¡ äëó¿Ü¢ñÖÖÜú ÖíÇëÜ£-
¡ñ, ï öÜô¡ó £ëñÖó　 ó ~çÜ¿0îóó ÇñÖñöóôñï¡ÜÇÜ ä¿íÖí Ñ¿　 ï¡ñ¿ñöí, ó ïäÜïÜßÖÜ-

ïöó ëñ£¡Ü ó£½ñÖ　öá ~öÜö ä¿íÖ ¡¿ñöÜôÖÜú Ññ　öñ¿áÖÜïöá0, äëóçÜÑóö ¡ öí¡Üú 

ïöëÜ¡öÜëñ, ¡ÜöÜëí　 　ç¿　ñöï　 ÜôñÖá ï¿Ü¢ÖÜú ó, ßÜÑÜôó £ÑÜëÜçÜú, óï¡¿0ôó-

öñ¿áÖÜ ~ââñ¡öóçÖÜú [2]. 

でëñÑó £í¡ÜÖÜç, Üäóï▲çí0àóê äÜçñÑñÖóñ ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó äÜÑ ç¿ó　Öóñ½ 

¡í¡óê-¿óßÜ âí¡öÜëÜç, Öíäëó½ñë ÖíÇëÜ£Ü¡, £í¡ÜÖ ゑÜ¿áâí 　ç¿　ñöï　 ÖíóßÜ¿ññ 
ó£çñïöÖ▲½, êÜö　 ñÇÜ öÜôÖí　 ½íöñ½íöóôñï¡í　 £íäóïá ÑÜ ïóê äÜë ôñö¡Ü ó ÜÑÖÜ-

£ÖíôÖÜ Öñ ëí£ëíßÜöíÖí. ÄöÜö £í¡ÜÖ Üö½ñôíñö ó£½ñÖñÖóñ ¡Üïöó (ó¿ó ½　Ç¡óê 

ö¡íÖñú) çï¿ñÑïöçóñ âÜÖ¡îóÜÖí¿áÖ▲ê öëñßÜçíÖóú. とí¢ÑÜñ ó£½ñÖñÖóñ ç âÜë½ñ 

ó¿ó âÜÖ¡îóó ïÜäëÜçÜ¢Ñíñöï　 ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲½ó ó£½ñÖñÖó　½ó çÜ çÖÜöëñÖÖñú 

íëêóöñ¡öÜëñ ó çÜ çÖñüÖñú âÜë½ñ. げí¡ÜÖ ゑÜ¿áâí äëó½ñÖóöñ¿áÖÜ ¡ ¢óçÜú ¡Ü-

ïöÖÜú ö¡íÖó £çÜôóö ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½: ¡Üïöá äëóïäÜïíß¿óçíñö ïçÜ0 çÖñü-

Ö00 âÜë½Ü ó çÖÜöëñÖÖ00 ïöëÜ¡öÜëÜ ¡ öñ½ ½ñêíÖóôñï¡ó½ ïó¿í½, ¡ÜöÜë▲ñ 

ÜÖí ÑÜ¿¢Öí ç▲Ññë¢íöá [2]. 

ぢÜçñÑñÖóñ ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó äÜÑ ç¿ó　Öóñ½ ÖíÇëÜ£Ü¡ ÖñÜßêÜÑó½Ü Üäóïíöá 

¡Ü¿óôñïöçñÖÖÜ. ÄöÜ çÜ£½Ü¢ÖÜ ÜïÜàñïöçóöá ½ñöÜÑí½ó ¡Ü¿óôñïöçñÖÖÜú ïöñ-
ëñÜ¿ÜÇóó. ぜñöÜÑ▲ ïöñëñÜ¿ÜÇóó ÖñÜßêÜÑó½▲ äëó ó£½ñëñÖóó çñ¿óôóÖ, ÜöÖÜï　-

àóêï　 ¡ ïöëÜ¡öÜëñ ó ïÜïöíçÜ ¡Üïöó [3–9].  

ゑ ÖíïöÜ　àññ çëñ½　 Üßàñäëó£ÖíÖÜ, ôöÜ ÖíóßÜ¿ññ ÜÑíôÖ▲½ ïäÜïÜßÜ½ Üäó-

ïíÖó　 ¿Ü¡í¿áÖÜú ïöëÜ¡öÜë▲ ÇÜßôíöÜú ¡Üïöó, ç öÜ½ ôóï¿ñ ïöñäñÖó ññ íÖó£ÜöëÜ-

äóó, 　ç¿　ñöï　 ïó½½ñöëóôÖ▲ú, äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜ ÜäëñÑñ¿ñÖÖ▲ú öñÖ£Üë çöÜëÜÇÜ 

ëíÖÇí, Öí£çíÖÖ▲ú öñÖ£ÜëÜ½ ïöëÜ¡öÜë▲ 『 [10–12]. どñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲ äÜ£çÜ¿　ñö 
¡Ü½äí¡öÖÜ ç öñÖ£ÜëÖÜú âÜë½ñ Üäóïíöá íÖó£ÜöëÜäó0 ¡ÜïöÖÜú ïöëÜ¡öÜë▲. 

ゑ ÑíÖÖÜú ïöíöáñ ëíïï½ÜöëñÖ▲ ½ñöÜÑó¡í ó ÜïÜßñÖÖÜïöó äÜïöëÜñÖó　 öñÖ-

£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ ï äÜ½Üàá0 äëÜÇëí½½▲ Image Tool ó ëíïï½ÜöëñÖ▲ äëó½ñë▲ 

äÜïöëÜñÖó　 öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ Ñ¿　 äÜäñëñôÖÜÇÜ ïëñ£í üñú¡ó ßñÑëñÖÖÜú ¡Üïöó 

ôñ¿Üçñ¡í. 

ぜíöñëóí¿▲ ó ½ñöÜÑ▲. でÜàñïöçñÖÖÜú ÜïÜßñÖÖÜïöá0 öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ 

　ç¿　ñöï　 ñÇÜ çïñÜßàÖÜïöá: äÜïëñÑïöçÜ½ ÑíÖÖÜÇÜ öñÖ£Üëí ½Ü¢ÖÜ Üäóïíöá 

ïöëÜ¡öÜëÖ▲ñ ÜïÜßñÖÖÜïöó ¿0ßÜú ÇÜßôíöÜú ¡Üïöó ôñ¿Üçñ¡í. だäóïíÖóñ ¡ÜïöÖÜú 

ïöëÜ¡öÜë▲ ç öñë½óÖíê öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ (ó¿ó ïç　£íÖÖ▲ê ï Öó½ çñ¿óôóÖ) 

ÜïÜàñïöç¿　¿Üïá Ñ¿　 ëí£¿óôÖ▲ê ¡Üïöñú ôñ¿Üçñ¡í. 
が¿　 äÜïöëÜñÖó　 ぞ ÖñÜßêÜÑó½Ü ÜäëñÑñ¿óöá çïäÜ½ÜÇíöñ¿áÖÜ0 ïöñëñÜ½ñö-

ëóôñï¡Ü0 çñ¿óôóÖÜ L. ゑ ïöñëñÜ¿ÜÇóó ïëñÑÖññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó L äÜ-

£çÜ¿　ñö Üäóïíöá ïöñäñÖá íÖó£ÜöëÜäóó ½íöñëóí¿í. でÜÇ¿íïÖÜ ¡¿íïïóôñï¡Ü½Ü 

ÜäëñÑñ¿ñÖó0 ぎ. Underwood [6], ïëñÑÖññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó – ~öÜ ïëñÑ-
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Öññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ ÑçÜ½　 ÇëíÖóîí½ó ¡Üïöá – 

äÜëí, ó£½ñë　ñ½í　 çÑÜ¿á ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜÇÜ Öí-
äëíç¿ñÖó　. が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 L ç ÑíÖÖÜ½ Öí-
äëíç¿ñÖóó し Öí Üßëí£ñî (ó¿ó ñÇÜ ó£Üßëí¢ñÖóñ) 
Öí¡¿íÑ▲çíñöï　 ïñö¡í, ïÜïöÜ　àí　 ó£ äíëí¿¿ñ¿á-

Ö▲ê öñïöÜç▲ê ¿óÖóú; ó£½ñëñÖó　 äÜçöÜë　0öï　 

ç ëí£¿óôÖ▲ê Öíäëíç¿ñÖó　ê し (ëóï. 1). 

が¿　 äÜïöëÜñÖó　 L ÖñÜßêÜÑó½Ü ÜïÜàñïö-
çóöá ÜäëñÑñ¿ñÖóñ ë　Ñí ïöñëñÜ½ñöëóôñï¡óê çñ-
¿óôóÖ. ゑ äñëçÜ0 ÜôñëñÑá ÜäëñÑñ¿　ñöï　 ÜöÖÜ-

ïóöñ¿áÖí　 ä¿ÜàíÑá ¡Üïöó Öí äÜçñëêÖÜïöó 

ü¿óâí, ÜßÜ£Öíôíñ½í　 ¡í¡ んAb. がëÜÇí　 ó£½ñ-
ë　ñ½í　 çñ¿óôóÖí – ~öÜ ôóï¿Ü äñëñïñôñÖóú ½ñ¢ÑÜ ¿óÖó　½ó ïäñîóí¿áÖÜú öñï-
öÜçÜú ïñö¡ó ó ÇëíÖóîí½ó ¡Üïöá – äÜëí, ÜßÜ£Öíôíñ½Üñ ¡í¡ I(し). 

ぞí äëí¡öó¡ñ ïëñÑÖññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó äëóÖ　öÜ ç▲ôóï¿　öá äÜ 

âÜë½Ü¿ñ 

 ( ) ( )2 ,b Ab

l
A

I
L θ =

θ
∑

 

ÇÑñ ぇl – ïÜ½½íëÖí　 Ñ¿óÖí öñïöÜç▲ê ¿óÖóú; I(し) – ôóï¿Ü äñëñïñôñÖóú ½ñ¢ÑÜ 

¿óÖó　½ó ïñö¡ó ó ÇëíÖóîí½ó ¡Üïöá – äÜëí; んAb – ÜöÖÜïóöñ¿áÖí　 ä¿ÜàíÑá ¡Üïöó. 

ゑ ëñ£Ü¿áöíöñ ïñëóó ó£½ñëñÖóú ç ëí£¿óôÖ▲ê Öíäëíç¿ñÖó　ê ßÜÑñö äÜ¿Üôñ-
ÖÜ ïóÖÜïÜóÑí¿áÖÜñ ëíïäëñÑñ¿ñÖóñ Lb(し), ôöÜ ~¡çóçí¿ñÖöÖÜ ~¿¿óäöóôñï¡Üú 

¡ëóçÜú ëíïäëñÑñ¿ñÖó　 ç äÜ¿　ëÖÜú ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö. 
どí¡ó½ Üßëí£Ü½, ïëñÑÖññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó ¡í¡ âÜÖ¡îó　 Öíäëíç-

¿ñÖó　 Lb(し) ½Ü¢ñö ß▲öá íääëÜ¡ïó½óëÜçíÖÜ ÜëíçÖñÖóñ½ ~¿¿óäïí 

 ( )

2

1
cos2 sin 2 ,

2 2b

m m m m
m

L

αα ββ αα ββ
αβ

  + −
= + θ+ θ  θ 

                 (1) 

ÇÑñ óÖÑñ¡ï▲ g ó く (Öñ ïÜ½½óëÜçíöá!) ÜßÜ£Öíôí0ö ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ Üïó eg ó eく 

ç ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö, ççñÑñÖÖÜú Öí ä¿Üï¡Üïöó ¡ÜïöÖÜÇÜ ü¿óâí, ç ¡ÜöÜëÜú 

äëÜçÜÑ　öï　 ó£½ñëñÖó　. ゑ ëñ£Ü¿áöíöñ ó£½ñëñÖóú äÜ¿Üôíñöï　 ~¿¿óäï, ïÜÜöçñö-
ïöçÜ0àóú âÜë½Ü¿ñ (1). 

Harrigan ó Mann ç ëíßÜöñ 1984 Ç. [14], ÜïÖÜç▲çí　ïá Öí ~¡ïäñëó½ñÖöí¿áÖÜ 

äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê ÑíÖÖ▲ê, äÜ¡í£í¿ó, ôöÜ ç öëñê½ñëÖÜ½ ï¿Üôíñ (çÜ çïñê öëñê½ñëÖ▲ê 

ÇÜßôíö▲ê ïöëÜ¡öÜëíê) ïëñÑÖññ ëíïïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó Lb ï¿ñÑÜñö äëñÑïöíç-

¿　öá ç çóÑñ ~¿¿óäïÜóÑí: 

( )

2

1
,

bL

 
= ⋅ ⋅  θ 

n M n  

 
 

づóï. 1. ご£½ñëñÖóñ ïëñÑÖñÇÜ ëíï-
ïöÜ　Öó　 ½ñ¢ÑÜ äÜëí½ó ç äÜëóï-

öÜ½ ½íöñëóí¿ñ [13] 
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ÇÑñ n – ñÑóÖóôÖ▲ú çñ¡öÜë ç Öíäëíç¿ñÖóó öñïöÜçÜú ¿óÖóó – Öí ü¿óâñ ¡ÜïöÖÜ-

ÇÜ Üßëí£îí ÜäëñÑñ¿　ñöï　 ¡í¡ 

cos sin ,α β= θ + θn e e  

äÜ~öÜ½Ü ÜÖÜ ~¡çóçí¿ñÖöÖÜ ïó½½ñöëóôÖÜ½Ü, äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜ ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜ½Ü 

öñÖ£ÜëÜ çöÜëÜÇÜ ëíÖÇí: öñÖ£ÜëÜ íÖó£ÜöëÜäóó. どÜÇÑí ïÜÇ¿íïÖÜ öñÜëñ½ñ Üß Üß-

ëíöÖÜ½ öñÖ£ÜëÖÜ½ äëó£Öí¡ñ mgg, mくく, mgく 　ç¿　0öï　 ¡Ü½äÜÖñÖöí½ó öñÖ£Üëí 
íÖó£ÜöëÜäóó ぜ, ¡ÜöÜë▲ú ç ½íöëóôÖÜ½ äëñÑïöíç¿ñÖóó ó½ññö çóÑ 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

.

m m m

m m m

m m m

 
 =  
  

M  

づíßÜö▲ Whitehouse (1974) [15], Harrigan ó Mann (1984) [16], Turner (1987) 

[17] ó ½ÖÜÇóñ ÑëÜÇóñ äÜ¡í£í¿ó, ôöÜ öñÖ£Üë íÖó£ÜöëÜäóó ぜ 　ç¿　ñöï　 êÜëÜüñú 

½ñëÜú Ñ¿　 ÜäóïíÖó　 ïöëÜ¡öÜëÖÜú íÖó£ÜöëÜäóó äÜëóïö▲ê ½íöñëóí¿Üç, 

ç ôíïöÖÜïöó ÇÜßôíöÜú ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó [18]. 

どñÖ£Üë íÖó£ÜöëÜäóó ぜ ½Ü¢ñö ß▲öá äÜïöëÜñÖ ï äÜ½Üàá0 ½ñöÜÑó¡ó, Üäó-

ïíÖÖÜú ç ëíßÜöñ [12] Ñ¿　 ¡Üßóôñï¡ÜÇÜ ¡ÜïöÖÜÇÜ Üßëí£îí. ぢëó óïï¿ñÑÜçíÖóó 

öëñê½ñëÖÜÇÜ Üßëí£îí ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó ÖñÜßêÜÑó½Ü äëÜçñïöó óïï¿ñÑÜçíÖóñ öëñê 

ç£íó½ÖÜ ÜëöÜÇÜÖí¿áÖ▲ê ä¿Üï¡Üïöñú (äÜïöëÜóöá ~¿¿óäï ïöëÜ¡öÜë▲ äÜöñ½ ó£-
½ñëñÖó　 ëí£¿óôÖ▲ê äÜ Öíäëíç¿ñÖó0 Lb(し) Öí óïï¿ñÑÜñ½▲ê ü¿óâíê) ó Öíúöó 

Ñ¿　 ¡í¢ÑÜú äëÜñ¡îóó ïÜÜöçñöïöçÜ0àóñ ¡Ü½äÜÖñÖö▲ öñÖ£Üëí íÖó£ÜöëÜäóó. 

ゑ 1986 Ç. Cowin äëñÑ¿Ü¢ó¿ Öí£▲çíöá öñÖ£Üë, í¿Çñßëíóôñï¡ó ïç　£íÖÖ▲ú 

ï öñÖ£ÜëÜ½ íÖó£ÜöëÜäóó, öñÖ£ÜëÜ½ ïöëÜ¡öÜë▲. どñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲ äëóÖ　öÜ 

ÜßÜ£Öíôíöá ¡í¡ ぞ, ÜÖ ïç　£íÖ ï öñÖ£ÜëÜ½ íÖó£ÜöëÜäóó ぜ ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½: 

( )
1
21 .−=『 M  

ぢëó ~öÜ½ Ç¿íçÖ▲ñ Üïó öñÖ£ÜëÜç H ó ぜ ïÜçäíÑí0ö, ÜÑÖí¡Ü âÜë½í ~¿¿óä-

ïÜóÑÜç, ÇñÜ½ñöëóôñï¡ó ÜöÜßëí¢í0àóê ~öó Ñçí öñÖ£Üëí, Öñï¡Ü¿á¡Ü Üö¿óôÖí 
ÑëÜÇ Üö ÑëÜÇí. 

ぢÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ ëñ£Ü¿áöíö▲ öí¡¢ñ äÜ£çÜ¿　0ö ÜäëñÑñ¿óöá ïöñäñÖá íÖó£ÜöëÜ-

äóó R ~¿¿óäïí ïöëÜ¡öÜë▲. ぎï¿ó ççñïöó ÜßÜ£ÖíôñÖó　 

def def def

, , ,
2 2 =

m m m m
m

αα ββ αα ββ
αβ

+ −
α β γ= =   

öÜ ïöñäñÖá íÖó£ÜöëÜäóó ~¿¿óäïí ïöëÜ¡öÜë▲ ç▲ôóï¿　ñöï　 ¡í¡ 
1
2

.
c

R
c

α + =  α − 
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づíïï½Üöëó½ öñÜëñöóôñï¡ó, ¡í¡ó½ Üßëí£Ü½ ½Ü¢ñö ß▲öá ÜäëñÑñ¿ñÖ öñÖ£Üë 

íÖó£ÜöëÜäóó Ñ¿　 ä¿Üï¡ÜÇÜ ï¿Üôí　, í ó½ñÖÖÜ 

.
m m

m m

αα αβ

αβ ββ

 
=  
 

M

 

が¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 öëñê ¡Ü½äÜÖñÖö öñÖ£Üëí M ÖñÜßêÜÑó½Ü äëÜçñïöó öëó 

ó£½ñëñÖó　 Lb(し) Ñ¿　 öëñê ëí£¿óôÖ▲ê (¢ñ¿íöñ¿áÖÜ ëíçÖÜÜöïöÜ　àóê ÑëÜÇ Üö 
ÑëÜÇí) Öíäëíç¿ñÖóú し, í £íöñ½ ëñüóöá ïóïöñ½Ü ÜëíçÖñÖóú (1) ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ 

mgg, mくく ó mgく [19]. 

だßÜ£Öíôó½ ¿ñçÜ0 ôíïöá ÜëíçÖñÖó　 (1) ¡í¡ Öñ¡ÜöÜëÜ0 âÜÖ¡îó0 f(し), £í-
çóï　àÜ0 Üö ó£½ñë　ñ½▲ê ïöñëñÜ¿ÜÇóôñï¡óê äíëí½ñöëÜç, í ó½ñÖÖÜ 

( ) ( )

2

1
.

b

f
L

 
θ =   θ 

 

ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ çÜ£½Ü¢ÖÜ äÜ¿Üôóöá £íçóïó½Üïöá ¡Ü½äÜÖñÖö öñÖ£Üëí ぜ Üö 
~öÜú âÜÖ¡îóó ç Üßàñ½ çóÑñ. が¿　 äëÜïöÜö▲ ó£¿Ü¢ñÖó　 äëÜó£çñÑñ½ ï¿ñÑÜ0-

àóñ ÜßÜ£ÖíôñÖó　: 

( )
def def

, 2 , 1, 2, 3,l l l lf f lθ ψ θ == =  

ÇÑñ fl – £ÖíôñÖó　 ççñÑñÖÖÜú ïöñëñÜ½ñöëóôñï¡Üú âÜÖ¡îóó Ñ¿　 ïÜÜöçñöïöçÜ0-

àóê Öíäëíç¿ñÖóú しl. 

どÜÇÑí ¡Ü½äÜÖñÖö▲ öñÖ£Üëí íÖó£ÜöëÜäóó mgg, mくく ó mgく ½ÜÇÜö ß▲öá Üäëñ-
Ññ¿ñÖ▲ äÜ ï¿ñÑÜ0àó½ Üßàó½ âÜë½Ü¿í½: 

( ) ( )2 1 1 2 1 2
1 1

2 1

1 cos (1 cos )
ctg 1 cos sin ,

cos cos 2

f f
mαα

− ψ − − ψ  ψ +ψ = + κ − ψ − ψ  ψ − ψ   
 (2) 

( ) ( )1 2 2 1 1 2
1 1

2 1

1 cos (1 cos )
ctg 1 cos sin ,

cos cos 2

f f
mββ

+ ψ − + ψ  ψ +ψ = − κ + ψ + ψ  ψ − ψ   
  (3) 

 .mαβ = κ                                                          (4) 

ぱÜÖ¡îó　 せ, ççñÑñÖÖí　 Ñ¿　 äëÜïöÜö▲ ó£¿Ü¢ñÖó　, ½Ü¢ñö ß▲öá £íäóïíÖí 
¡í¡ 

( )
( )

def
3 2 1

3 2 1

1
,

sin sin sin 1

f k f f k

k k

− ⋅ + −
κ

ψ − ⋅ ψ + ψ −=  

ÇÑñ k – ¡Ü~ââóîóñÖö, £íçóï　àóú Üö ç▲ßëíÖÖ▲ê Öíäëíç¿ñÖóú äëó ïöñëñÜ¿ÜÇó-

ôñï¡óê ó£½ñëñÖó　ê: 
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def
3 1

2 1

cos cos
.

cos cos
k

ψ − ψ
ψ − ψ=  

ぢëó ~öÜ½ ÑÜ¿¢ÖÜ ç▲äÜ¿Ö　öáï　 Üï¿Üçóñ 

( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 1

1 2 3

sin sin sin
0.

2 f f f

ψ −ψ + ψ −ψ + ψ −ψ
≠  

ぞí äëí¡öó¡ñ ÖíóßÜ¿ññ ëíïäëÜïöëíÖñÖÖ▲½ ï¿Üôíñ½ 　ç¿　0öï　 ïöñëñÜ¿ÜÇó-

ôñï¡óñ ó£½ñëñÖó　 Ñ¿　 ï¿ñÑÜ0àóê Öíäëíç¿ñÖóú: し1 = 0°, し2 = 120° ó し3 = 240°. 

どÜÇÑí, ï ÜôñöÜ½ ÜëíçÖñÖóú (2)–(4) ¡Ü½äÜÖñÖö▲ öñÖ£Üëí íÖó£ÜöëÜäóó ½ÜÇÜö 
ß▲öá £íäóïíÖ▲ ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½: 

1,m fαα =  

( )( )2 3 1

1
2 ,

3
m f f fββ = ⋅ + −  

( )3 2

3
,

3
m f fαβ = −  

ÇÑñ k = 1. ぢëó ~öÜ½ ÖñÜßêÜÑó½Üñ Üï¿Üçóñ äÜ¿Ü¢óöñ¿áÖÜú ÜäëñÑñ¿ñÖÖÜïöó 

öñÖ£Üëí ぜ ½Ü¢ñö ß▲öá £íäóïíÖÜ ¡í¡ 

( ) ( )
1

2 2 2
1 2 2 3 1 3 1 2 3

0,

2 .

f

f f f f f f f f f

>

+ + > + +
  

どñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲ Üäóï▲çíñö öÜôñôÖÜ0 íÖó£ÜöëÜäó0 ïöëÜ¡öÜë▲ (öÜôÖññ, 
íÖó£ÜöëÜäó0 Öñ¡ÜñÇÜ ç▲Ññ¿ñÖÖÜÇÜ, ¡ÜÖñôÖÜÇÜ äëñÑïöíçóöñ¿áÖÜÇÜ Üßéñ½í), 
ó äÜ~öÜ½Ü ñÇÜ ÖñÜßêÜÑó½Ü ëíïï½íöëóçíöá ¡í¡ Öñäëñë▲çÖÜ0 âÜÖ¡îó0 ëíïäëñ-
Ññ¿ñÖó　 ½íöñëóí¿í [20]. で ÜôñöÜ½ ½ñöÜÑó¡ó ÜäëñÑñ¿ñÖó　 öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ 

½Ü¢ÖÜ ï¡í£íöá, ôöÜ ç Üßàñ½ ï¿Üôíñ öñÖ£Üë ぞ (¡í¡ ó öñÖ£Üë íÖó£ÜöëÜäóó ぜ) 

£íçóïóö Üö ëí£½ñëí, ôóï¿í ó ëíïäÜ¿Ü¢ñÖó　 ïöëÜ¡öÜëÖ▲ê ~¿ñ½ñÖöÜç (äÜë, Öí-
äëó½ñë) ç óïï¿ñÑÜñ½Ü½ Üßëí£îñ, ö.ñ. 　ç¿　ñöï　 âÜÖ¡îóñú çóÑí 

( ), , の ,d N=『 H  

ÇÑñ d, N ó の – çñ¿óôóÖ▲, êíëí¡öñëó£Ü0àóñ ëí£½ñë ½ó¡ëÜïöëÜ¡öÜëÖ▲ê ~¿ñ-
½ñÖöÜç, óê ôóï¿Ü ó ëíïäÜ¿Ü¢ñÖóñ Öí ¡ÜïöÖÜ½ ü¿óâñ ïÜÜöçñöïöçñÖÖÜ.  

ゐÜ¿ññ öÜôÖÜ äëÜï¿ñÑóöá öí¡ÜÇÜ ëÜÑí £íçóïó½Üïöá Ñ¿　 ëñí¿áÖ▲ê ¡ÜïöÖ▲ê 

Üßëí£îÜç ôëñ£ç▲ôíúÖÜ ï¿Ü¢ÖÜ, ÜÑÖí¡Ü çÜ£½Ü¢ÖÜ Ñ¿　 Öñ¡ÜöÜë▲ê óÑñí¿ó£óëÜ-

çíÖÖ▲ê öñïöÜç▲ê ½ó¡ëÜïöëÜ¡öÜë. 
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ぢëó½ñë äÜïöëÜñÖó　 öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ Ñ¿　 öëíßñ¡Ü¿　ëÖÜú ¡ÜïöÖÜú 

ö¡íÖó. ゐ▲¿Ü äëÜçñÑñÖÜ óïï¿ñÑÜçíÖóñ âÜöÜÇëíâóó ü¿óâí ÇÜßôíöÜú ¡Üïöó, 

ç▲ïñôñÖÖÜÇÜ ó£ ÇÜ¿Üç¡ó ßñÑëñÖÖÜú ¡Üïöó ôñ¿Üçñ¡í [21] (ëóï. 2).  

が¿　 ç▲　ç¿ñÖó　 ïöëÜ¡öÜë▲ ¡ÜïöÖÜú 

ö¡íÖó Üßëí£î▲ äÜÑçñëÇí¿óïá äëÜ¡í¿óçí-
Öó0 ç ½Üâñ¿áÖÜú äñôó äëó öñ½äñëíöÜëñ 
600 °で ç öñôñÖóñ 4 ô. だßëíßÜö¡í ó£Üßëí-
¢ñÖó　 ó äÜï¿ñÑÜ0àóñ ÖñÜßêÜÑó½▲ñ ïöñ-
ëñÜ½ñöëóôñï¡óñ ó£½ñëñÖó　 äëÜçÜÑó¿óïá 

ç äëÜÇëí½½ñ Ñ¿　 ÜßëíßÜö¡ó ó íÖí¿ó£í 
ó£Üßëí¢ñÖóú Image Tool. が¿　 Üßëí£îí 
ß▲¿ äÜïöëÜñÖ öñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲ ó ñÇÜ 

ÇñÜ½ñöëóôñï¡óú Üßëí£ (ëóï. 3). 

ぢÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ ÑíÖÖ▲ñ äÜ£çÜ¿　0ö Üö-
çñë¢Ñíöá, ôöÜ ÑíÖÖ▲ú Üßëí£ñî äëí¡öóôñ-
ï¡ó ó£ÜöëÜäñÖ. 

がí¿ññ ½ó¡ëÜâÜöÜÇëíâó　 ß▲¿í ëí£-
ßóöí Öí ä　öá ëíçÖ▲ê ôíïöñú (ëóï. 4), 

ó óïï¿ñÑÜçíÖó　 ß▲¿ó äëÜçñÑñÖ▲ Ñ¿　 ¡í-
¢ÑÜú ó£ Öóê (ëóï. 5). 

 

  
 

づóï. 3. だßëí£ñî ÇÜßôíöÜú ö¡íÖó 

üñú¡ó ßñÑëñÖÖÜú ¡Üïöó ôñ¿Üçñ¡í  
ï Öí¿Ü¢ñÖÖ▲½ ~¿¿óäïÜ½ ïöëÜ¡öÜë▲ 

 

づóï. 4. づí£ßóñÖóñ âÜöÜÇëíâóó 

Öí ä　öá ôíïöñú 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

づóï. 2. ぢÜäñëñôÖ▲ú ïëñ£ üñú¡ó 

ßñÑëñÖÖÜú ¡Üïöó [22] 
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í 

 
ß 

 
ç 

 
Ç 

 

 
Ñ 

づóï. 5. ぢ　öá ëíçÖ▲ê ôíïöñú ½ó¡ëÜâÜöÜÇëíâóó Üßëí£îí ÇÜßôíöÜú ö¡íÖó üñú¡ó ßñÑ-

ëñÖÖÜú  ¡Üïöó  ôñ¿Üçñ¡í  ï Öí¿Ü¢ñÖÖ▲½ó  ~¿¿óäïí½ó ïöëÜ¡öÜë▲:  í  –  çñëêÖ　　  äëíçí　;  

ß – çñëêÖ　　 ¿ñçí　; ç – Öó¢Ö　　 ¿ñçí　; Ç – Öó¢Ö　　 äëíçí　; Ñ – îñÖöëí¿áÖí　 
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ぢÜï¿ñ ëí£ßóñÖó　 ½ó¡ëÜâÜöÜÇëíâóó Öí ä　öá ëíçÖ▲ê ôíïöñú äÜ¿Üôó¿ó, ôöÜ 

Üßëí£ñî öí¡¢ñ äëí¡öóôñï¡ó ó£ÜöëÜäñÖ, ôöÜ ïÜÜöçñöïöçÜñö ¿óöñëíöÜëÖ▲½ ÑíÖ-

Ö▲½. 

どí¡ó½ Üßëí£Ü½, ß▲¿Ü äÜ¡í£íÖÜ, ôöÜ ÜïÜßñÖÖÜïöó ½ó¡ëÜïöëÜ¡öÜë▲ ½ÜÇÜö 
ß▲öá ÜäóïíÖ▲ ½ñöÜÑí½ó ¡Ü¿óôñïöçñÖÖÜú ïöñëñÜ¿ÜÇóó. ぜó¡ëÜïöëÜ¡öÜëÖ▲ñ 

ÜïÜßñÖÖÜïöó ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó Üäóï▲çí¿óïá äÜïëñÑïöçÜ½ öñÖ£Üëí çöÜëÜÇÜ ëíÖ-

Çí – öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲. どí¡ó½ Üßëí£Ü½, öñÖ£Üë ïöëÜ¡öÜë▲ Üöëí¢íñö £í¡ÜÖÜ-

½ñëÖÜïöó âÜë½óëÜçíÖó　 ¡ÜïöÖÜú ö¡íÖó ëí£¿óôÖ▲ê ÜöÑñ¿Üç ï¡ñ¿ñöí ôñ¿Üçñ¡í. 
ÄöÜ ç äÜ¿ÖÜú ½ñëñ ÜöÖÜïóöï　 ¡ âÜë½óëÜçíÖó0 ó âÜÖ¡îóÜÖóëÜçíÖó0 £ÜßÜôñ-
¿0ïöÖÜú ïóïöñ½▲ ôñ¿Üçñ¡í. ゐóÜ½ñêíÖóôñï¡Üñ Ñíç¿ñÖóñ Öíë　ÑÜ ï ÑëÜÇó½ó 

âí¡öÜëí½ó ç £Öíôóöñ¿áÖÜú ïöñäñÖó ÜäëñÑñ¿　ñö ÜöÑí¿ñÖÖ▲ñ äÜï¿ñÑïöçó　 ïçÜ-

ñÇÜ ó£½ñÖñÖó　, ôöÜ ½Ü¢ÖÜ äëÜï¿ñÑóöá äëó ½ÜÑñ¿óëÜçíÖóó ~çÜ¿0îóó çÜ çëñ-
½ñÖó öñÖ£Üëí ïöëÜ¡öÜë▲ [23–25]. 
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