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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИАЛОГА 

Разработка и внедрение диалоговых систем в социально-экономическую жизнь общества яв-
ляется важной и особенно актуальной проблемой в условиях цифровизации производства продук-
ции и общественных отношений. Для решения данной проблемы разрабатываются различные ма-
тематические модели диалога. Это прежде всего многоагентные системы, основанные на нейрон-
ных сетях, генетических алгоритмах и других методах искусственного интеллекта. Однако 
результаты работы даже простейших «вопросно-ответных» систем не всегда удовлетворяют поль-
зователей, и для разрешения ситуации приходится привлекать человека-оператора. Одним из 
направлений повышения эффективности диалоговых систем является применение для их построе-
ния совокупности различных математических методов и моделей. Большую эффективность при об-
работке информации показали методы теории массового обслуживания. Целью данной статьи яв-
ляется моделирование процесса диалога как системы массового обслуживания. Разработана схема 
диалога индивидуумов (людей или интеллектуальных агентов). Описаны потоки информации между 
участниками диалога. Эти потоки приняты пуассоновскими. Рассматриваемая система относи-
тельно участников диалога описана системой дифференциальных уравнений Колмогорова. Полу-
чено решение данной системы, которое можно рассматривать как дифференциальную модель диа-
лога. Рассмотрена формализованная математически модель диалога в установившемся режиме 
(при достаточно большом времени наблюдений). Этот случай наиболее характерен для анализа 
текстовых сообщений. Для пояснения разработанного метода рассмотрен числовой пример. Разра-
ботанная в статье модель может найти практическое применение для оценки состояний системы 
диалога, а также в качестве дополнительного инструмента к разрабатываемым диалоговым систе-
мам на основе методов искусственного интеллекта. 

Ключевые слова: информация, индивидуум, состояние, плотность потока, вероятность, 
система уравнений. 

 
Введение. В социальной и экономической сферах жизни общества суще-

ствуют различные формы взаимоотношений между индивидуумами: сотрудни-
чество, подчинение, соперничество, обучение, конфронтация и т.д.  

Проведение полноценных экспериментов с целью всестороннего описания, 
анализа и прогнозирования процессов взаимоотношений между отдельными 
индивидуумами и их коллективами не во всех случаях и ситуациях представля-
ется возможным. Поэтому для исследования процессов, происходящих при вза-
имоотношениях людей, разрабатываются математические модели [1]. 
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Разработка таких моделей является особенно важной и актуальной в условиях 
внедрения цифровых технологий в жизнь общества. В настоящее время многие 
потребители информации «вопросно-ответных» систем оказываются в ситуа-
ции, когда интеллектуальные агенты не в состоянии ответить на поставленный 
им вопрос и приходится переводить диалог на человека-оператора. Одним из 
методов решения данной проблемы является моделирование ситуации диалога 
и доработка системы, обеспечивающей диалог с интеллектуальным агентом. 

Можно отметить несколько современных направлений научных исследо-
ваний, проводящихся в области моделирования взаимоотношений между инди-
видуумами (людьми, коллективами, интеллектуальными агентами). 

Первое из этих направлений исследований связано с построением много-
агентных систем [2]. Считается, что в настоящее время диалоговые системы яв-
ляются одной из наиболее перспективных областей искусственного интеллекта 
[3]. Функции диалога в таких системах выполняет специальная подсистема. Для 
ее построения применяются различные математические методы: графовые кон-
струкции [4], логические [5], алгебраические [6], продукционные [7] интегриро-
ванные [8] модели, системы бизнес-процессов [9]. 

Второе направление – распознавание речи [10, 11], текстовой [12] и другой 
информации [13]. Рассматриваются вопросы формирования устойчивых при-
знаков распознавания говорящего [14], принятия решений [15], эргономики диа-
лога [16], понимания учебного материала [17], формирования личности [18], 
статика и динамика диалога [19]. 

Третье направление связано с применением дифференциальных моделей. 
По нашему мнению, в них недостаточное внимание уделяется диалоговым си-
стемам. Среди дифференциальных моделей особое место занимают модели тео-
рии массового обслуживания. Теория массового обслуживания применяется для 
решения задач, сходных с диалогом, например, вопросами передачи и преобра-
зования информации [20–25]. Однако только в работах [10, 23] методы теории 
массового обслуживания применяются для распознавания речи.  

Целью данной работы является моделирование диалога с помощью мето-
дов теории массового обслуживания. 

Для достижения цели надо решить следующие задачи: 
1) представление диалоговой системы как системы массового обслуживания; 
2) составление системы уравнений Колмогорова; 
3) формализация модели диалога в установившемся режиме; 
4) рассмотрение примера, поясняющего разработанный метод. 
Методы и материалы. Пусть A и B – два участвующих в диалоге индиви-

дуума, которых будем рассматривать в паре как «систему диалога». Пусть начи-
нает диалог индивидуум A. Обозначим через E1 – состояние системы первого 
этапа, когда A посылает информацию B, а B, находясь в состоянии системы вто-
рого этапа E2, посылает A в состоянии E1 ответную информацию. Затем A 
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переходит в состояние E2 и с учетом полученной информации от B в E1 передает 
B в состояние E3 (в которое к этому времени перешел B) новую информацию. 
После восприятия и осмысления B дает ответ A, переводя его в состояние E2, в 
котором к данному моменту находится A. И весь процесс повторяется. В общем 
виде с учетом геометрической интерпретации этот процесс можно показать сле-
дующим образом: 

 

Пусть n – минимальное количество состояний, связанных с диалогом. 
Плотность потока единицы информации, идущую из состояния Ek в Ek+1 
( 1, )k n=  в момент t, будем считать постоянной величиной, равной 1λ . Анало-

гично плотность потока единицы информации, идущей из Ek+1 в Ek ( 1, )k n= , 
также будем считать постоянной величиной, равной 2λ . Пусть 1 1 1pα = λ  обо-
значает долю тех единиц информации стороны A, которые дошли до понимания 
стороны B, благодаря одной единице стороны A при движении от Ek к Ek+1.  
Здесь 1p  – соответствующая вероятность понимания. Аналогично 2 2 2pα = λ  – 
доля единиц стороны B, понятых стороной A при движении от Ek+1 к Ek благо-
даря одной единице стороны B. Вероятности 1p  и 2p  считаем постоянными  
величинами. 

Пусть 1( )m t  – математическое ожидание числа незадействованных единиц 
информационного потока стороны A в момент времени t. Аналогично 2 ( )m t  – 
математическое ожидание числа незадействованных единиц стороны B в мо-
мент времени t. 

Примем, что 1 1 1( )m tΛ = α  обозначает плотность потока при переходе из Ek 
в Ek+1, 2 2 2 ( )m tΛ = α  обозначает плотность потока информации при переходе из 
состояния Ek+1 в Ek.  

Пусть (1) ( )kP t  обозначает вероятность нахождения стороны A в состоянии 

Ek в момент времени t, (2) ( )kP t  – вероятность нахождения стороны B в состоянии 

Ek в момент t. Тогда (1) (2)( ) ( ) ( )k k kP t P t P t= ⋅  – вероятность того, что A и B в момент 
t находятся в состоянии Ek.  

Будем считать поток информации, связанный с каждой единицей сторон A 
и B, пуассоновским, т. е. за малый промежуток времени появляется не более 
одной единицы информации и на непересекающиеся временные интервалы еди-
ницы информации поступают независимо. 

… 

Этап k+2 

 
Этап k+1 

 
Этап k 

…   
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Тогда рассматриваемую систему относительно участников A и B можно 
описать системой дифференциальных уравнений Колмогорова; 

 

( )

( )

( )

1 1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 1 2

1 1 2

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) .

k k k k k

n n n

P t P t P t

P t P t P t P t P t

P t P t P t

+ + + +

−

 ′ = − Λ + Λ
 ′ = − Λ + Λ + Λ − Λ


′ = Λ − Λ


  (1) 

При этом выполняется нормировочное условие 

 
1

( ) 1,
n

k
k

P t
=

=∑   (2) 

здесь ( 1, 1).k n= −  
Умножим первое уравнение системы (1) на n, второе – на n – 1 и т.д.; по-

следнее уравнение – на 1. Просуммируем полученные уравнения. Тогда левая 

часть суммы будет 
1

( ) ( ).
n

k
k

kP t m t
=

′  ′= 
 
∑  Здесь 1 2( ) ( ) ( )m t m t m t= + , т.е. среднее 

значение незадействованных с обеих сторон информационных единиц. Правая 
часть суммы после преобразований будет 

2 1 1 1 1(1 ( ) ( )) (1 ( ) ( ))n n nP t nP t P t nP t+ +Λ − − − Λ − − =  
 2 2 1 1 1 1 1( )(1 ( ) ( )) ( )(1 ( ) ( )).n n nm t P t nP t m t P t nP t+ += α − − −α − −   (3) 

Обозначим 2 1 1( ) 1 ( ) ( );nt P t nP t+β = − −  1 1( ) 1 ( ) ( ).n nt P t nP t+β = − −  
Отсюда получаем 

 1 2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )m t m t t m t t′ = α β −α β   (4) 

или 

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).m t m t t m t m t t′ ′+ α β = − + α β   (5) 

Пусть 2 ( ) constm t = , 2 ( ) const,tβ =  тогда условие (5) запишется в виде 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) const.m t m t t d′ + α β = =   (6) 

Решение имеет вид 

 1 1 1 1( ) ( )
1( ) .t dt t dtm t e d e dt Cα β α β ∫ ∫= ⋅ +  ∫   (7) 
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Условие (5) можно рассматривать как дифференциальную модель диалога. 
Здесь наиболее интересен установившийся режим, который устанавливается 
при достаточно больших значениях t. В таком режиме вероятности нахождения 
системы в различных состояниях не зависят от времени, т.е. являются постоян-
ными выражениями. А производные их равны нулю, 1m  и 2m  являются посто-
янными величинами.  

При обычном диалоге такая ситуация маловероятна, если в качестве еди-
ниц информации рассматривать слова. Это возможно, когда единицы информа-
ции представляют собой, например, статьи законодательства, ключевые мате-
матические понятия и т.п. В этом случае система (1) и нормировочные условия 
(2) запишутся в виде 

 
1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2

1 1 2

( ) ( ) 0;
( ) ( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0;
k k k k

n n

P t P t
P t P t P t P t

P t P t
+ + +

−

− Λ + Λ =
− Λ + Λ + Λ − Λ =
 Λ − Λ =

  (8) 

1
( ) 1.

n

k
k

P t
=

=∑  

Отсюда находим 

 1 1 2 2 2 1( ... ) (1 ).nP P P P−Λ + + + = Λ −   (9) 

Это условие представляет собой модель диалога в установившемся ре-
жиме. 

Результаты их обсуждение. Решим систему (9), не нарушая общности, 
при n = 5. Из первого уравнения находим 

 2 1 1 2/P P= Λ Λ .  (10) 

Подставим это выражение во второе уравнение при k = 1, получим 

1 1 2 1 3 2 1 1 1 1 2 2( / ) ( / ) 0P P P P− Λ Λ Λ + Λ + Λ − Λ Λ Λ = . 

Отсюда находим 

 3 1 2/ .P = Λ Λ   (11) 

При k = 2 получим 

2
1

4 2 1 1 2 1 1
2

( / ) 0.P PΛ
− + Λ + Λ Λ Λ −Λ =
Λ
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Тогда 

 
2 2
1 1 1 1

4 2 2
2 2 2

.PP Λ Λ Λ
= − +
Λ Λ Λ

  (12) 

Из последнего уравнения находим 

 
3 3 2
1 1 1 1

5 3 3 2
2 2 2

.PP Λ Λ Λ
= − +
Λ Λ Λ

  (13) 

Подставим найденные значения в нормировочные условия, получим 
2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

2 2 1.P PP P Λ Λ Λ Λ Λ Λ
+ + + − + − =

Λ Λ Λ Λ Λ Λ
 

Отсюда находим 1P : 

 
2 3 2 3

1 1 1 1 1 1
1 2 3 2 3

2 22 2 2 2

2 21 1 .P
   Λ Λ Λ Λ Λ Λ

= − + + + − −   Λ ΛΛ Λ Λ Λ   
  (14) 

Из (10)–(14) получаем значения для 2P , 3P , 4P , 5P . 
На основе рассчитанных вероятностей состояний системы можно осу-

ществлять управление процессом диалога. 
Использование вероятностного метода оправдано, когда можно провести 

достаточное количество наблюдений в однотипных условиях и информация но-
сит четкий характер. В противном случае следует применять анализ нечетких 
систем массового обслуживания. При этом используется теория нечетких мно-
жеств и нечеткая логика.  

Разработка диалоговых систем – важная и сложная задача. Как показывает 
анализ современных исследований в этой области и результаты практического 
применения диалоговых систем, одного математического метода для решения 
данной проблемы в полном объеме оказывается недостаточно. Поэтому при 
проведении дальнейших исследований следует ориентироваться на применение 
совокупности методов при разработке даже одной диалоговой системы. 

Заключение. Предложен новый метод описания и анализа диалога индиви-
дуумов (людей или интеллектуальных агентов). Диалоговая система рассматри-
вается как система массового обслуживания [26]. Для ее описания и анализа со-
ставлена система дифференциальных уравнений Колмогорова [27]. Рассмотрен 
случай модели диалога в установившемся режиме, который устанавливается 
при достаточно больших значениях времени наблюдения. Для пояснения разра-
ботанного метода описания диалога приведен поясняющий пример. 

Дальнейшим развитием исследований, проводимых в данной работе, явля-
ется разработка модели диалога по нечеткой информации и модели взаимодей-
ствия многих участников. 
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A.V. Ganicheva, A.V. Ganichev 

THE MATHEMATICAL MODEL OF THE DIALOGUE 

The development and implementation of dialogue systems in the socio-economic life of society is an 
important and especially urgent problem in the context of production and public relations digitalization. 
Various mathematical models of dialogue are being developed to solve this problem. These are primarily 
multi-agent systems based on neural networks, genetic algorithms and other artificial intelligence methods. 
However, the results of even the simplest “question-and-answer” systems do not always satisfy users, and 
a human operator has to be involved to resolve the situation. One way to increase the effectiveness of 
dialog systems is using a combination of various mathematical methods and models for their design. Meth-
ods of queuing theory have shown great efficiency in information processing. The purpose of this article is 
to model the dialogue process as a queuing system. A scheme of dialogue between individuals (people or 
intellectual agents) has been developed. The information flows between the participants of the dialogue are 
described. These flows are assumed to be Poisson flows. The system under consideration with respect to 
the participants in the dialogue is described by the Kolmogorov system of differential equations. A solution 
of this system has been obtained, which can be considered as a differential model of dialogue. A mathe-
matically formalized model of dialogue in steady-state mode (with a sufficiently long observation time) is 
considered. This case is most typical for text message analysis. To explain the developed method, a nu-
merical example is considered. The model developed in the article can be made use of in assessing the 
state of the dialogue system, as well as in applying it as an additional tool to the dialogue systems being 
developed based on artificial intelligence methods.  

Keywords: information, individual, state, flow density, probability, system of equations. 
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