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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВ  

ПОРОШКОВЫХ ПОКРЫТИЙ МЕТАЛЛОВ 

Технология нанесения специальных покрытий на металлы путем напыления порошков активно применяется в машиностроении и 
других областях. В настоящей работе рассмотрены различные варианты решения уравнения теплопроводности применительно к зада-
чам, теплопередачи для порошковых покрытий с граничными условиями Ньютона – Рихмана на внешней поверхности изделия: аналити-
ческое решение одномерной задачи для однослойного покрытия, численное решение одномерной задачи для многослойного покрытия, 
численное решение двумерной задачи для композиционного материала покрытия с включениями различной формы и ориентацией отно-
сительно направления теплового потока. Полученное аналитическое выражение для решения одномерной задачи для однослойного 
покрытия использовано для разработки методики численной оценки коэффициента теплопроводности композиционного материала. 
Сравнение результатов численной оценки эффективных коэффициентов теплопроводности композиционных материалов с приближен-
ными аналитическими формулами по линейной модели и по логарифмическому правилу смесей показало, что значения численных оце-
нок располагаются между верхней и нижней аналитическими оценками. При отсутствии анизотропии формы частиц включений форма 
частиц и их расположение в расчетной ячейке композита (регулярное или случайное) не оказывает существенного влияния на величину 
эффективного коэффициента теплопроводности. Для включений, имеющих анизотропию формы, эффективный коэффициент теплопро-
водности зависит от их ориентации относительно направления теплового потока в расчетной ячейке. При ориентации частиц с меньшим 
коэффициентом теплопроводности по сравнению с коэффициентом теплопроводности матрицы вдоль направления теплового потока 
эффективный коэффициент теплопроводности выше, по сравнению со случаем ориентации частиц поперек направления теплового 
потока в расчетной ячейке. Результаты численной оценки эффективных коэффициентов теплопроводности композиционных материалов 
могут быть использованы при решении задач теплопередачи многослойных композиционных покрытий с помощью предложенного чис-
ленного алгоритма.  

Ключевые слова: порошковые покрытия, композиционный материал, уравнение теплопроводности, граничные условия Ньюто-
на – Рихмана, эффективный коэффициент теплопроводности композиционного материала. 
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NUMERICAL MODELING OF THERMOPHYSICAL PROPERTIES  

OF METAL POWDER COATINGS 

The technology of applying special coatings to metals by spraying powders is actively used in mechanical engineering and other fields. In 
this paper, we consider various options for solving the heat equation in relation to problems of heat transfer for powder coatings with Newton – 
Richmann boundary conditions on the outer surface of the product: analytical solution of a one-dimensional problem for a single-layer coating, 
numerical solution of a one-dimensional problem for a multilayer coating, numerical solution of a two-dimensional problem for a compositional 
coating material with inclusions of various shapes and orientation relative to the direction of the heat flow. The resulting analytical expression for 
solving an one-dimensional problem for a single-layer coating is used to develop a method for numerically estimating the thermal conductivity of a 
composite material. Comparison of the results of a numerical assessment of the effective thermal conductivity coefficients of composite materials 
with approximate analytical formulas according to the linear model and according to the logarithmic rule of mixtures showed that the values of the 
numerical estimates are located between the upper and lower analytical estimates. In the absence of particle shape anisotropy in inclusions, the 
shape of the particles and their arrangement in the computational cell of the composite (regular or random) do not significantly affect the value of 
the effective thermal conductivity. For inclusions with shape anisotropy, the effective thermal conductivity depends on their orientation relative to 
the direction of the heat flow in the computational cell. When particles are oriented with a lower thermal conductivity compared to the thermal 
conductivity of the matrix along the direction of the heat flow, the effective thermal conductivity is higher compared to the case when particles are 
oriented across the direction of the heat flow in the computational cell. The results of numerical estimation of the effective thermal conductivity 
coefficients of composite materials can be used in solving problems of heat transfer of multilayer composite coatings using the proposed numerical 
algorithm. 

Keywords: powder coatings, composite material, heat equation, Newton – Richmann boundary conditions, effective thermal conductivity of 
composite material. 

 

Введение 

Создание на поверхности металлических де-
талей специальных покрытий методом газотерми-
ческого напыления порошков является современ-
ной технологией, обеспечивающей антикоррози-
онные свойства деталям в машиностроении, 
восстановление поверхностей изношенных изде-
лий, а также придание им многих функциональных 
свойств: повышенной износостойкости, твердости, 
теплостойкости [1–4]. Нанесение покрытия заклю-
чается в нагреве, диспергировании и переносе час-
тиц распыляемого материала высокоскоростным 
газовым потоком и формировании на подложке 
компактного слоя.  

Одним из важных специальных свойств, 
придаваемых поверхности деталей за счет нане-
сения покрытий, является их стойкость к повы-
шенным температурам. Например, слои с умень-
шенным коэффициентом теплопроводности могут 
составлять внешнюю часть покрытий лопаток 
турбин авиационных газотурбинных двигателей 
[5–7]. Защитное покрытие лопаток турбин пред-
ставляет собой сложную структуру, состоящую из 
нескольких слоев, каждый из которых является 
композиционным материалом. Для прогнозирова-
ния эксплуатационных свойств такой детали не-
обходимо знать параметры теплофизических 
свойств покрытия. 

Существует большое количество методов оп-
ределения теплофизических свойств материалов, 
которые можно разделить на две группы – стацио-
нарные и нестационарные, в зависимости от нали-

чия или отсутствия в эксперименте стационарного 
теплового потока в измерительной ячейке [8–12]. 
К традиционным способам измерения температуры 
в ходе эксперимента относится использование дат-
чиков, непосредственно встраиваемых в образец 
или крепящихся к его поверхности. Вместе с тем 
в настоящее время широко применяются методы 
измерения температуры поверхности образцов 
с использованием инфракрасных термометров [13–
17]. Следует отметить, что стандартизованные ме-
тоды измерения теплофизических свойств компо-
зитов [18; 19] не пригодны для измерения свойств 
тонких покрытий. В связи с этим актуальными яв-
ляются исследования, посвященные расчетной 
оценке коэффициентов теплопроводности и темпе-
ратуропроводности композитов на основании их 
структуры и свойств составляющих ее материалов.  

Авторами классических монографий, посвя-
щенных расчетной оценке теплофизических 
свойств смесей и композитов [20; 21], предложены 
простые формулы для вычисления эффективных 
теплофизических коэффициентов материалов, со-
держащих включения правильной геометрической 
формы. Замечено, что аналогичные соотношения 
выполняются и для многих других физических 
свойств композитов, в том числе электрических, 
механических и магнитных. Поэтому появился 
термин «обобщенная проводимость», объединяю-
щий целый ряд структурно чувствительных 
свойств физико-механических смесей, т.е. свойств, 
величина которых для смеси в целом зависит не 
только от концентраций компонентов в смеси (та-
ких, например, как плотность или удельный объ-
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ем), но и от структуры смеси и ориентации границ 
раздела компонентов в силовом поле [22].  

Необходимо отметить, что простые формулы 
обобщенной проводимости смесей получены на 
основе ряда приближений, справедливость кото-
рых требует отдельной оценки, а условия правиль-
ной геометрической формы и регулярного распо-
ложения включений, положенные в основу боль-
шинства теорий, на практике выполняются 
достаточно редко. В связи с этим в настоящей ра-
боте предпринята попытка численной оценки эф-
фективных теплофизических характеристик ком-
позиционных материалов, моделирующих приме-
няемые при газотермическом напылении 
порошковые покрытия. В работе исследованы как 
композиты, содержащих регулярные включения 
правильной геометрической формы, так и случай-
ные дискретные включения.  

1. Одномерное уравнение теплопроводности  
со смешанными граничными условиями 

В настоящем разделе рассмотрим задачу об 
остывании слоя материала, температура на нижней 
поверхности которого поддерживается постоян-
ной, что моделирует массивную металлическую 
деталь основы, а на верхней границе слоя заданы 
условия теплоотдачи в воздух по закону Ньютона – 
Рихмана. Рассматриваемая задача сводится 
к решению уравнения теплопроводности 

 
2

2

T T

t x

 
 

 
 (1) 

на отрезке (0, ]x l  при граничных условиях  

   1,,0T t T   (2) 

   2
x = l

,
T

T t l T
x


   


  (3) 

и начальном условии 

   2.0,T x T   (4) 

В формулах (1)–(4):  ,T t x  – температура 

в момент времени t для координаты x; 1T  – темпе-

ратура постоянного источника тепла на левой по-
верхности; 2T  – постоянная температура среды, с 

которой граничит правая поверхность; α, λ, β – 
коэффициенты температуропроводности, тепло-
проводности и теплоотдачи соответственно. 

Рассмотрим сначала решение для установив-

шегося режима 0 .
T

t

   
 В этом случае решение 

представляет собой линейную функцию 

,T kx b    коэффициенты которой определяются 

из граничных условий (2) и (3), что дает 

 
 1 2

1 .
T T

T T x
l

 
 

  
 (5) 

Для произвольного момента времени 0t   
представим в виде 

    , , .T t x T T t x    (6) 

Поскольку T  удовлетворяет уравнению (1), 

ему должна удовлетворять и функция  ,T t x   

 
2

2
.

T T

t x

 
 

 

 
  (7) 

Граничные условия для  ,T t x  определяются 

подстановкой (6) с учетом (5) в (2) и (3), что дает 

  ,0 0,T t   (8) 

  
x = l

, .
T

T t l
x


  



    (9) 

Найдем возможные частные решения (7), 
удовлетворяющие граничным условиям (8) и (9) 
и представимые в виде произведения функций, 
одна из которых зависит только от t, другая – толь-
ко от x (метод разделения переменных) 

      , .T t x V t R x  (10) 

Функция  R x  должна обеспечивать выпол-

нение граничных условий (8) и (9), следовательно, 
удовлетворять условиям 

  0 0,R   (11) 

     ,R l R l    (12) 

Подстановка (10) в (7) дает 

 
 
 

 
 

.
V t R x

V t R x

 
   (13) 

Левая часть этого уравнения зависит только 
от t, а правая только от x. Их равенство при любых 
значениях t и x возможно, только если оба выраже-
ния равны одной и той же константе, которую мы 
для удобства выразим в виде αγ,  где   – вспомо-

гательная константа. Это приводит к отдельным 

уравнениям для  V t  и  R x   

 αγ ,V V    (14) 

 .R R    (15) 
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Решение (14) с точностью до постоянного 
множителя имеет вид 

 αγ .tV e  (16) 

Конечному при любом 0t   решению 
(а только такие имеют физический смысл) соответ-
ствуют только неотрицательные γ. Отобразим этот 
факт в явном виде, выражая γ как квадрат некото-

рой другой константы 2 .q   Тогда (16) и (15) 

примут вид 

 
2

,q tV e  (17) 

 2 .R q R    (18) 

Общее решение уравнения (18)  

    0cos sin ,R g qx g qx    (19) 

где 0g  и g  – произвольные константы. Наложение 

на (19) граничного условия (11) дает 0 0,g   что 

упрощает (19) 

  sin .R g qx  (20) 

Наложение на (20) граничного условия (12) 
приводит к уравнению для возможных значений q 
(собственные значения краевой задачи) 

    sin cos .ql q ql





 (21) 

Вводя вспомогательную величину 

 ql    (22) 

и приводя (20) к более компактной форме, полу-
чим трансцендентное уравнение для    

  tg .
l


  


 (23) 

Так как обе части уравнения представляют 
собой нечетные функции, то любому положитель-
ному корню соответствует отрицательный корень, 
равный ему по модулю. Но изменение знака   не 

породит новой функции (20), поскольку функции 
определены с точностью до произвольного множе-
ства, а данная операция сведется к изменению зна-
ка функции. 

Тривиальный корень 0   тоже не имеет 

смысла рассматривать, так как это приведет при 
подстановке в (20) к постоянной функции, рав-
ной 0. Таким образом, нас будут интересовать 
только положительные корни уравнения (23).  

Имеется бесконечный дискретный набор кор-
ней, которые мы пронумеруем, начиная с нуля, 
в порядке возрастания корня. При увеличении номе-

ра значения корней приближаются к координатам 

вертикальных асимптот тангенса 
1

.
2

k
     
 

 

В соответствии с (17), (20) и (22) получим 
общий вид частного решения (7) с граничными 
условиями (8) и (9), соответствующего корню 
уравнения (23) с номером k с точностью до неоп-
ределенного множителя 
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kl

kT e x
l


    

 
  (24) 

Общее решение получим в виде произволь-
ной линейной комбинации собственных функ-
ций (24)  
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2

0
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k

k

T g e x
l


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 



   
 

  (25) 

В соответствии с (6) и (5) решение исходной 
задачи представим в виде 

 
 

2

21 2
1

0

sin .
k t

kl
k

k

T T
T T x g e x

l l

 



           
  (26) 

Коэффициенты kg  должны быть определены 

из начального условия (4), что приводит к соотно-
шению 

         1 2
1 2

0

1 sin .k
k

k

T T
T T x g x

l l




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   (27) 

Это равенство означает, что коэффициен-
ты kg  представляют собой коэффициенты разло-

жения функции      1 2
1 2 1

T T
f x T T x

l

  
    

   
 

в ряд по собственным функциям рассмотренной 

краевой задачи sin .k x
l

 
 
 

 Для получения форму-

лы такого разложения получим условие ортого-
нальности и норму собственных функций 

sin .k x
l

 
 
 

 

Рассмотрим интеграл вида 

kj

0

sin sin
l

jkG x x dx
l l

     
   

  при .j k  Элемен-

тарные аналитические выкладки приводят к выра-
жению 

        

   
    

2 2

2 2

kj sin cos sin cos

cos cos
tg tg .

k j j j k k

k j

j k

k j j k

k j

l
G

l

        
  

 
     

  
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Заменяя тангенсы в последнем выражении на пра-
вую часть (23), получим  

     
2 2

kj

cos cos
0.

j k

k j j k

k j

l
G

l

 
      
   

 

Это и есть условие ортогональности. Для оп-
ределения нормы вычислим рассматриваемый ин-
теграл при :j k   

   

 
  

2
kk

0

2

cos sin
sin 1

2

tg
1 .

2 1 tg

l
k kk

k

k

k k

l
G x dx

l

l

            
 
  
    


 

Заменяя тангенс на правую часть (23), получим 

kk 2 2 2 2

βλ
1 .

2 k

l l
G

l

 
      

 

Таким образом, 

kj2 2 2 2
0

βλ
sin sin 1

2
,

l
jk

k

l l
x x dx

l l l

                   
 (28) 

где kj  – символ Кронекера kj

0,
.

1

j k

j k

 
    

 

Условие ортогональности и нормировки (28) 
позволяет получить формулу для определения ко-
эффициентов разложения произвольной функции в 

ряд по функциям sin .k x
l

 
 
 

 Пусть некоторый ряд 

по этим функциям сворачивается к функции  f x   

  
0

sin .j
j

j

g x f x
l





 
 

 
  (29) 

Умножим обе части равенства (29) на 

sin k x
l

 
 
 

 и проинтегрируем на отрезке  0, .l  

В соответствии с (28) в сумме левой части только 
член с j k  будет отличным от нуля, в результате 

получим 

  
0

2 2 2 2

2
sin .

βλ
1

l
k

k

k

g f x x dx
ll

l
l

      
 
    

  (30) 

Для левой части (27) это дает 

 
 1 2

2 2 2 2

2 1
.

βλ
1

k
k

k

T T
g

l

l

 



   

 (31) 

Подстановка (31) в (26) дает окончательное 
решение поставленной задачи 

 1 2
1

T T
T T x

l

 
  

  
 

 
 

2

21 2

0
2 2 2 2

1
2 sin .

βλ
1

k t
kl

k k

k

T T
e x

l l
l

 



      
   

  (32) 

В частности, для температуры на правой гра-
нице, получим 

 1 2
1

T T
T T l

l

 
  

  
 

 
   

2

21 2

0
2 2 2 2

1
2 sin .

βλ
1

k t
l

k
k k

k

T T
e

l

l

 




 


   

  (33) 

На практике уравнение (33) может быть  
использовано в методиках определения теплофи-
зических свойств материалов покрытий по зависи-
мости температуры от времени на внешней по-
верхности покрытия при заданной постоянной 
температуре основы детали. В качестве иллюстра-
ции на рис.1 приведены зависимости температуры 
на внешней поверхности покрытия от времени при 
нагревании на воздухе слоя материала с различны-
ми параметрами теплофизических свойств. Как 
видно, для всех трех типов материалов максималь-
ные значения температуры на внешней поверхно-
сти покрытия различаются незначительно, тогда 
как сами температурные кривые различаются су-
щественно. Поэтому для определения теплофизи-
ческих свойств таких материалов целесообразно 
использовать нестационарные методы, а, учитывая 
малое время прогрева внешней поверхности по-
крытия, в качестве измерительного устройства мо-
гут быть использованы инфракрасные термометры 
с высокой частотой дискретизации по времени. 

2. Одномерное уравнение теплопроводности  
для многослойного покрытия 

Для многослойного покрытия с различающи-
мися параметрами теплофизических свойств от-
дельных слоев задача (1) с граничными условия-
ми (2), (3) может быть решена только численно. 
В данном случае целесообразно использовать раз-
ностные аппроксимации для производных темпе-
ратуры по времени и координатам. Существует 
достаточно большое количество различных вари-
антов численного решения уравнения теплопро-
водности, построенных на основе явных и неявных 
разностных схем [23–26]. 
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Рис. 1. Зависимости температуры на внешней стороне 
покрытия от времени по уравнению (33) при нагревании 
на воздухе однослойных покрытий толщиной 0,2 мм 
с различными параметрами теплофизических свойств, 
соответствующими покрытиям на основе металлического 
сплава Cr20Ni80 (1), нитрида бора (2) и оксида 
алюминия (3). Значение коэффициента теплоотдачи  
            в воздух принято 0,01   H /(с · мм · К) 

В настоящей работе предлагается достаточно 
простой вариант, позволяющий учесть неоднород-
ность распределения теплофизических свойств по 
толщине материала и удобный для реализации 
в программных пакетах автоматизации вычислений. 

Разобьем отрезок  0, ,l  на котором рассмат-

ривается процесс теплопередачи, на участки доста-
точно малой длины xh  точками .j xx jh  Заменим 

вторую производную температуры по координате 
разностным соотношением  

  
2

1 12 2

1
2 .j j j

x

T
T T T

x h
 


 


  (34) 

Для многослойной задачи в соседних точках, 
принадлежащих разным слоям, в выражениях для 
тепловых потоков должны фигурировать разные 
значения теплофизических коэффициентов.  

Будем считать все параметры материала, 
в том числе теплопроводность и температуропро-
водность, функциями координаты, определенны-
ми, так, чтобы в пределах каждого слоя в точках 
дискретизации они имели заданные значения 

  ,j jx     .j ja a x  Тогда из условия равенст-

ва тепловых потоков на границах смежных слоев 
уравнение теплопроводности в точках jx  может 

быть записано в виде  

       1 1 1 12
.j j

j j j j j j j
j x

dT a
T T T

dT h
          


 (35) 

Система обыкновенных дифференциальных 
уравнений (35) должна решаться численно. В на-
стоящей работе использовался метод Рунге – Кутта 

четвертого порядка [27; 28]. При этом на каждом 
шаге по времени будет определяться для каждой 
внутренней точки последующее значение темпера-

туры T(1)
j на основе предыдущих значений  0 ,jT  

 0
1 ,jT    0

1 .jT   Это, однако, имеет место только для 

внутренних точек (0<j<n).  
Значения температуры в граничных точках на 

каждом шаге должны определяться в соответствии 
с граничными условиями: 

при граничных условиях (2)  

  1
0 1T T  (36) 

на левой границе,  
при граничных условиях (3) 

  
 1

1 2 1x n n
n

x n

h T T
T

h
  


  

 (37) 

на правой границе. 
На рис. 2 в качестве примера приведены гра-

фики распределения температуры по толщине 
двухслойного покрытия в различные моменты 
времени, рассчитанные по описанному алгоритму. 
Нижний слой покрытия толщиной 0,09 мм, примы-
кающий к основе, состоял из сплава Cr20Ni80, на-
ружный, толщиной 0,235 мм, – из Al2O3. На левой 
границе значение температуры составляло 50 °C, 
начальные температуры слоев были приняты рав-
ными 100 °C и 1000 °C соответственно. Параметры 
теплоотдачи (2) на правой границе были приняты 
следующими: 0,01   H /(с · мм · К), T2 = 20 °C. 

 

Рис. 2. Распределение температуры по сечению двух-
слойного покрытия в моменты времени: 1 – 0,01 с;  

2 – 0,02 с; 3 – 0,05 с (пояснения в тексте) 

В данном примере моделировалась ситуация 
охлаждения двухслойного покрытия при последо-
вательном нанесении металлического и керамиче-
ского слоев. Как видно, в металлическом подслое 
быстро устанавливается равновесное линейное 
распределение температуры, тогда как внешний 
керамический слой, выполняющий в данной сис-
теме функцию теплоизолирующего, остывает су-
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щественно медленнее, и распределение температу-
ры в нем большую часть времени имеет нелиней-
ный характер.  

3. Оценка теплофизических свойств  
композиционного материала на основе  

численного моделирования 

Метод, используемый при численной оценке 
физических характеристик композиционных мате-
риалов [21; 22], основан на идее введения элемен-
тарной ячейки материала с выделенным элементом 
неоднородной структуры композита. В элементар-
ной ячейке решается соответствующая граничная 
задача механики сплошной среды, термо- или элек-
тродинамики, в зависимости от конкретного физи-
ческого свойства, значение которого требуется оце-
нить. Полученные в результате численного решения 
поля целевой функции усредняются по объему эле-
ментарной ячейки, и средние значения сопоставля-
ются со значениями, полученными при известном 
решении для соответствующего однородного мате-
риала. При численном решении задачи в ячейке пе-
риодичности в настоящее время используется, глав-
ным образом, метод конечных элементов [29].  

В настоящей работе при численной оценке 
коэффициента теплопроводности композиционно-
го материала методом конечных элементов реша-
лось уравнение теплопроводности для элементар-
ной ячейки материала с неоднородной структурой 
в варианте постановки задачи, аналогичной рас-
смотренной в разделе 1. В качестве элементарной 
ячейки материала рассматривалась двумерная об-
ласть 1 2 ,     содержащая включения раз-

личной геометрической формы. Пример элемен-
тарной ячейки с включением круговой формы по-
казан на рис. 3. Были рассмотрены также варианты 
эллиптических включений и включений в форме 
нерегулярных многогранников. Было проведено 
сравнение вариантов расположения включений 
в центре области 1,  а также их случайного рас-

положения в данной области. 
На границе 1  задавалась постоянная тем-

пература 

     1,,T x t t T    T1 = 50 °C. (38) 

На границе 2  задавалось условие теплоот-

дачи Ньютона – Рихмана 

   2
y = l

, .
T

T t y l T
n


    


 (39) 

На боковых границах ячейки периодичности 

задавалось условие симметрии 0.
T

n





 Начальные 

температуры в областях 1  и 2  были приняты 

постоянными и равными 20 °С. 
При дискретизации производной по времени 

конечной разностью первого порядка уравнение 
теплопроводности принимает вид 

 
1

1
m m

m
i i i

T T
c T




   


 в ,  (40) 

где τ – шаг дискретизации по времени. 

 

Рис. 3. Пример элементарной ячейки материала  
с включением круговой формы, разбитой  

на сетку конечных элементов 

С учетом принятых граничных условий (38), 
(39) уравнение теплопроводности можно предста-
вить в вариационной постановке 

1
1

m m
m

i

T T
v a T v






 
    

 
  

  
1 2

1 1
2 0,m mv T T v 

 

        (41) 

где  1v H   – некоторая произвольная функция. 

Решение задачи (41) осуществлялось методом 
конечных элементов. Программный код для этого 
был написан в специализированном программном 
пакете FreeFEM [30]. В качестве примера на рис. 4 
показаны рассчитанные распределения температу-
ры для элементарных ячеек размером 2×2 мм 
с включениями различной формы. 

Для вычисления эффективного значения ко-
эффициента теплопроводности в элементарной 
ячейке композиционного материала полученное в 
результате численного решения распределение 
температуры по границе 2  в заданные моменты 

времени усреднялось по узлам сетки конечных 
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элементов на данной границе. Таким образом, ре-
зультат численного решения двумерной задачи 
(41) можно было сопоставить с аналитическим 
решением одномерной задачи (33). Проверка точ-
ности численного алгоритма путем сравнения ана-
литического и численного решений для элемен-
тарной ячейки, не содержащей включения, показа-
ло, что разница между средним значением 
температуры по границе 2  в заданные моменты 

времени при численном решении и значениями 
температуры в эти же моменты времени при ана-
литическим решении не превышала 0,01 °С, что 
свидетельствует о хорошей точности использован-
ного численного алгоритма. Это позволяет исполь-
зовать среднее значение температуры на верхней 
границе ячейки периодичности для оценки эффек-
тивного коэффициента теплопроводности компо-
зиционного материала. 

 

а   б 

 

в   г 

Рис. 4. Примеры рассчитанного распределения 
температуры в момент времени 0,5 с для элементарных 
ячеек с включениями различной формы с объемным 
содержанием :  а – круговое включение, 0,44;    

б – включение в форме неправильного шестигранника 
0,42;   в – эллиптическое включение с главной осью 

эллипса поперек направления теплового потока 
0,29;   г – эллиптическое включение с главной осью 

эллипса вдоль направления теплового потока 0,28.   

Коэффициенты теплопроводности среды и частицы  
                     100 и 1 Вт/(м·К) соответственно 

В соответствии с решением (33) максималь-
ное значение температуры в установившемся ре-
жиме выражается соотношением 

    max 1 1 2 .
l

T l T T T
l


  

  
 (42) 

Используя в качестве максимальной темпера-
туры максимальную среднюю температуру по верх-

ней границе элементарной ячейки  max ,avgT l  полу-

ченную в результате численного решения задач (41), 
можно вычислить эффективный коэффициент теп-
лопроводности композиционного материала 

 
 

 
max 2

1 max

.
avg

eff avg

T l T
l

T T l


  


 (43) 

Известно достаточно много приближенных 
аналитических формул, которые дают оценки эф-
фективного коэффициента теплопроводности сме-
сей в рамках тех или иных допущений [22]. В част-
ности, в качестве верхней оценки коэффициента 
теплопроводности композита может быть принята 
линейная функция объемных долей компонентов i   

 1 .eff i i
i

     (44) 

Для оценки снизу имеется несколько вариан-
тов, предложенных разными авторами, среди кото-
рых наиболее реалистичной представляется оценка, 
названная «логарифмическим законом смешения» 

 2 .i
eff i

i

    (45) 

Представляло интерес сопоставить оценки 
(44)–(45) с результатами численного расчета для 
различных объемных долей включений, а также 
разной их формы и расположения в расчетной 
ячейке (рис. 5). Как видно из представленных дан-
ных, для частиц эллиптической формы, имеющих 
анизотропию размеров, эффективный коэффици-
ент теплопроводности существенно зависит от ха-
рактера ориентации частиц вдоль или поперек на-
правления теплового потока. При ориентации 
большей главной оси частицы вдоль направления 
теплового потока эффективный коэффициент теп-
лопроводности приближается к верхней теоретиче-
ской оценке (44), тогда как при ориентации боль-
шей главной оси эллипса поперек направления 
теплового потока значения эффективного коэффи-
циента теплопроводности располагаются ближе 
к нижней теоретической оценке (45). Значения эф-
фективного коэффициента теплопроводности для 
частиц, не имеющих анизотропии размеров, распо-
лагаются приблизительно между верхней и нижней 
теоретическими оценками. При этом форма частиц 
при отсутствии их анизотропии, а также случайное 
или регулярное (в центре ячейки) их расположение 
не играют существенной роли.  

 Т, °С
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Рис. 5. Зависимости эффективного коэффициента 
теплопроводности композита от объемной доли 
включений: 1 – по уравнению (44); 2 – по уравнению 
(45); 3 – численный расчет для круговых включений, 
расположенных в центре ячейки; 4 – численный расчет 
для круговых включений, расположенных случайно  
в ячейке; 5 – численный расчет для включений в форме 
не регулярного многогранника; 6 – численный расчет 
для эллиптических включений с главной осью поперек 
направления теплового потока; 7 – численный расчет 
для эллиптических включений с главной осью вдоль 
направления теплового потока. Коэффициенты 
теплопроводности среды и частицы 100 и 1 Вт/(м·К)  
                                  соответственно 

Заключение 

В настоящей работе на основе аналитического 
решения одномерного уравнения теплопроводности 
с граничными условиями Ньютона – Рихмана пред-
ложена методика численной оценки эффективного 
коэффициента теплопроводности композиционного 
материала с включениями различной формы. 
По результатам расчетов численные оценки коэф-
фициента теплопроводности композиционных ма-
териалов располагаются между оценкой по линей-
ной модели смешения (сверху) и оценкой снизу по 
логарифмическому закону смешения. 

Для включений, имеющих анизотропию раз-
меров частиц, эффективный коэффициент тепло-
проводности при направлении оси анизотропии 
поперек направления теплового потока ближе 
к нижней теоретической оценке по правилу лога-
рифмического закона смешения, а при ориентации 
вдоль направления теплового потока – ближе 
к верхней теоретической оценке по линейной мо-
дели смешения. 

Для включений, не имеющих анизотропии 
формы, численные оценки эффективного коэффи-
циента теплопроводности располагаются прибли-
зительно между верхней и нижней теоретическими 
оценками. При этом форма частиц включения, 
а также регулярный или случайный характер рас-
положения частицы в расчетной ячейке не играют 
существенной роли. 

Расчетные значения эффективных коэффици-
ентов теплопроводности могут быть использованы 
при решении граничных задач теплопередачи мно-
гослойных покрытий с использованием предло-
женного в работе алгоритма численного решения 
одномерного уравнения теплопроводности много-
слойного покрытия. 
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