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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ЧИСЛЕННАЯ ОЦЕНКА  

ДОЛГОВЕЧНОСТИ РАДИАЛЬНЫХ РАБОЧИХ КОЛЕС ТУРБОМАШИН 

Радиальные лопаточные диски номинально спроектированы так, чтобы быть циклическими симметричными. Но 

характеристики вибрации всех радиальных лопаток на диске немного отличаются из-за производственных допусков, 

отклонений в свойствах материала и износа во время работы. Эти небольшие изменения нарушают циклическую сим-

метрию, разбивают пары собственных значений колебаний и влияют на долговечность радиальных рабочих колес тур-

бомашин. В дальнейшей работе конструкции таких систем могут выйти из строя до расчетного ресурса или срока служ-

бы. Поэтому при проектировании, изготовлении и эксплуатации турбомашин необходимо понимать влияние расстройки 

параметров для управления ресурсом и обеспечения требуемого уровня прочности, надежности и долговечности ради-

альных турбомашин.  

В настоящем исследовании предлагается методика математического моделирования и прогнозирования много-

цикловой усталостной долговечности радиальных рабочих колес турбин с учетом динамической нагрузки. Численная 

оценка долговечности выполнена на примере радиального рабочего колеса с десятью лопатками, изготовленного фир-

мой Schiele (Германия). Результаты получены при расчете динамической нагрузки в программе MATLAB и многоцикло-

вой усталости в программе ANSYS.  

Ключевые слова: долговечность, конечно-элементная модель, надежность, ресурс, радиальная лопатка, тур-

бомашина, частота колебаний. 
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MATHEMATICAL MODELING AND NUMERICAL ASSESSMENT  

OF THE DURABILITY OF RADIAL WHEEL TURBOMACHINES 

The radial blade discs are nominally designed to be cyclically symmetrical. But the vibration characteristics of all the ra-

dial blades on the disc are slightly different due to manufacturing tolerances, variations in material properties and wear during 

operation. These small changes break the cyclic symmetry, break the pairs of eigenvalues and affect the durability of the radial 

impellers of turbomachines. In further work, the designs of such systems may fail before the estimated resource or service life. 

Therefore, when designing, manufacturing, and operating turbomachines, it is necessary to understand the effect of parameter 

mistuning to manage the resource and ensure the required level of strength, reliability, and durability of radial turbomachines. 

This study proposes a technique for mathematical modeling and prediction of high-cycle fatigue life of radial wheels tur-

bines, taking into account dynamic loading. Numerical assessment of durability was performed on the example of a radial wheel 

with 10 blades manufactured by Schiele (Germany). The results were obtained when calculating the dynamic load in the 

MATLAB program and high-cycle fatigue in the ANSYS program. 

Keywords: durability, finite element model, reliability, resource, radial blade, turbomachine, vibration frequencies. 

 
В настоящее время фактически от-

сутствует численная оценка долговечности 

сложных механических изделий, таких как ра-

диальные рабочие колеса турбомашин. Важным 

фактором для оценки долговечности радиаль-

ных рабочих колес является динамическая на-

грузка, которая должна быть рассчитана допол-

нительно. В данном исследовании предлагается 

метод прогнозирования многоцикловой устало-

стной долговечности радиального рабочего ко-

леса турбин по программе ANSYS с учетом ди-

намической нагрузки, полученной в программе 

MATLAB на основе предположения о парци-

альности подвода газового потока [1]. 

Объектом исследования в данной работе 

является радиальное рабочее колесо с десятью 

лопатками, изготовленное фирмой Schiele (Гер-

мания), специализирующейся на производстве 

агрегатов для химической и газовой промыш-

ленности и вентиляционного оборудования. Для 

исследования собственных частот, статических 

напряжений и долговечности технических сис-

тем использован метод конечных элементов 

(МКЭ). 
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Рис. 1. Радиальное рабочее колесо c десятью лопатками: 

 а – общий вид, б – конечно-элементная модель 

Основные механические характеристики 

конструкции имеют вид: материал рабочего 

колеса – сталь, модуль Юнга – 2,1·10
5 

МПа, 

плотность – 7850 кг/м
3
, коэффициент Пуассо-

на – 0,3. Общий вид рабочего колеса представ-

лен на риc. 1, а, где конструкция объекта была 

жестко закреплена по ободу диска. В качестве 

конечно-элементной модели применяется ко-

нечный элемент ТЕТ10 программы ANSYS 

WORKBENCH с общим количеством конеч-

ных элементов 58 382 и 115 590 узловыми точ-

ками. Количество степеней свободы составляет 

346 770 (рис. 1, б). 

МКЭ является актуальным и широко 

применяемым методом, который обычно ис-

пользуется в технических областях в различ-

ных вычислительных программных комплек-

сах, например коммерческих системах, таких 

как ANSYS WORKBENCH, SOLID WORKS 

или инициативных пакетам программ, напри-

мер BLADIS+ [2–5] для решения задач стати-

ки, колебаний и расчета ресурса различных 

технических систем. МКЭ имеет общий алго-

ритм, который позволяется быстро выполнить 

расчеты различных вариантов сложных конст-

рукций [6–9]. Для исследования динамических 

характеристик и прогнозирования долговечно-

сти лопаточных дисков турбомашин МКЭ яв-

ляется самым эффективным инженерным 

средством и применен во многих научно-

практических работах в области турбино-

строения.  

Основной расчет долговечности по ме-

тоду конечных элементов анализирует следую-

щие этапы: 

– построение конечно-элементной сетки, 

определение координат узлов, топологии ко-

нечных элементов и задание граничных усло-

вий; 

– определение основных матриц конеч-

ных элементов; 

– задание нагрузок; 

– составление и решение системы алгеб-

раических уравнений; 

– определение статистических и дина-

мических характеристик конструкций; 

– расчетная оценка ресурса (долговечно-

сти). 

Динамическая нагрузка от парциаль-

ности подвода пара или газа может быть опре-

делена как [1; 10–14]: 

2 sin(ν )
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l

P
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

 
                   (1) 

где    гармоники возбуждения,    расстоя-

ние между лопатками статора, zP   аэродина-

мическая или газовая нагрузка, lf   динами-

ческая нагрузка (спектр возбуждения).  

Нагрузка zP  определяется в виде (рис. 2): 
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Рис. 2. Распределение  

аэродинамических сил 

Рис. 3. Экспериментальная установка для анализа 

собственных частот колебаний радиальных  

рабочих колес с учетом вращения  

(БПФ – быстрое преобразование Фурье) 

здесь ,r rL D  – соответственно подъёмная сила 

и сила сопротивления. 

Подъёмная сила может быть определена 

по формуле [10]: 

(1 0,05cos( ) 0,25cos(2 )),rL P       (3) 

где P   статическая амплитуда распределения 

силы по длине лопатки равная 100 H, а   

угол закрутки лопатки, r   угол установки 

лопатки по радиусу относительно корня, r   

угол между хордой и направлением скорости 

течения, а   фаза периодического возбуж-

дения от прохождения сопла [10]. 

Уравнения движения с использованием 

метода конечных элементов для статики и 

свободных колебаний могут быть представле-

ны в виде [15–17]:  

  ,E G R T GK K K F F F        (4) 

а для свободной вибрации: 

  0,E G RM C K K K        (5) 

где    вектор перемещений, EK  и M   мат-

рицы упругой жесткости и массы соответст-

венно, GK   матрица геометриической жест-

кости, зависящая от скорости и температуры, 

RK   дополнительная матрица жесткости, воз-

никающая в результате вращения, , ,T GF F F   

векторы, соответствующие силам вращения, 

температуры и давления газа соответственно, 

C   матрица демпфирования. 

Рис. 3 показывает экспериментальную 

установку для анализа собственных частот 

колебаний радиальных рабочих колес с уче-

том вращения [17]. 

Диаграмма Кэмпбелла, или резонансная 

диаграмма, представлена на рис. 4. Красным 

треугольником отмечена критическая ско-

рость, составляющая 43,6 1/c (резонанс на  

1-й гармонике возбуждения).  

В диаграмме Кэмпбелла представлены 

четыре основные формы колебаний для ради-

ального рабочего колеса с десятью лопатками. 

Каждая форма обладает разнообразной де-

формацией, по критерию количества узловых 

диаметров и числа узловых окружностей  

n/m. Таким образом, имеем для формы № 3 – 

0/0, формы № 1 – 1/0, формы № 5 – 2/0 и для 

формы № 10 – 5/0. Все данные формы коле-

баний показаны на рис. 5. 
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Рис. 4. Диаграмма Кэмпбелла радиального рабочего колеса  

 

    

Форма № 1 Форма № 3 Форма № 5 Форма № 10 

Рис. 5. Некоторые формы колебаний радиального рабочего колеса 

Собственные частоты колебаний радиального рабочего колеса 

Форма n / m  Эксперимент, Гц  
Собственные частоты без учета упругости вала, 

Гц (ANSYS – слева и BLADIS + справа)  

0 / 0 – 81,075 – 

1 / 0 44 43,675 – 

2 / 0 341 342,91 349,0 

5 / 0 – 413,04 402,1 

 
Результаты собственных частот ко-

лебаний радиального рабочего колеса c деся-

тью лопатками в сравнении с экспериментом, 

полученные в программе ANSYS 

WORKBENCH и BLADIS+ [10], приведены в 

таблице. 

Анализ таблицы показал, что значения 

собственных частот колебаний в программе 

ANSYS приблизительно согласуются c экспе-

риментом (для формы 1 / 0 отклоняются на 

0,74 %, а для формы 2 / 0 на 0,56 %).  

Известно, что динамическая нагрузка 

характеризуется быстрым изменением её зна-

чений и направления во времени и вызывает в 

элементах конструкции значительные силы. 

В данной работе приведен расчет динамиче-

ской нагрузки радиального колеса с десятью 

лопатками. 

Данный расчет динамической нагрузки 

выполнен для значений: 1  ; 0,23 м;   

100 H;P   1...10 сt  ; 60 1/ с ; 23   ; 

90r   ; 26 .r    Все углы подбираются по 

чертежу радиального рабочего колеса (рис. 6). 

Расстояние между лопатками статора 

0,23м   определено из рис. 7, показываю-

щего распределение нагрузки при прохожде-

нии рабочими лопатками статора радиального 

рабочего колеса.  
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Рис. 6. Чертеж радиального рабочего колеса 

Рис. 7. Распределение нагрузки  

при прохождении рабочими лопатками  

лопаток статора  
 

 

Рис. 8. Расчет динамической нагрузки для гармоники возбуждения 1   

Таким образом, результат расчета ди-

намической нагрузки для гармоники возбу-

ждения, равной единице, вычислен и изо-

бражен на рис. 8. 

Когда нагрузка повторяется через рав-

ные промежутки времени, это называется пе-

риодической нагрузкой. В данном случае пока-

зано, что нагрузка повторяется периодически 

через каждый 2,5 с.  

Результат расчета динамической нагруз-

ки вычисляется в программе MATLAB и пере-

дается в программу ANSYS WORKBENCH для 

расчета долговечности радиального колеса. 

Динамическая нагрузка располагается вдоль и 

перпендикулярно к плоскостям лопаток. Усло-

вие распределения динамической нагрузки на 

радиальных лопатках представлено на рис. 9. 

На рис. 10 показан расчет динамическо-

го напряжения радиального рабочего колеса. 

Среднее значение динамического напряжения 

для 1-й гармоники возбуждения составляет 

30,095 МПа. Согласно рис. 10 динамическое 

напряжение быстрее изменяется в начальный 

период от 0 до 0,5 с. После 0,5 с динамиче-

ское напряжение повторяется периодически 

через каждые 2,5 с. 

Расчет долговечности радиального ра-

бочего колеса по многоцикловой усталости 

проведен на рис. 11. Максимальное коли-

чество циклов работы до разрушения рабоче-

го колеса составляет 1,0·10
6
. Минимальное 

количество циклов радиального рабочего ко-

леса – 2,0938·10
5
. Таким образом, радиальные 

лопатки колеса могут иметь разрушение при 

достижении 2,0938·10
5
 цикла на середине 

входной кромки радиальных лопаток. 
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Рис. 9. Распределение динамической нагрузки на радиальных лопатках 

 

 

Рис. 10. Расчет динамических напряжений для гармоники возбуждения 1   

  
а б 

 

в 

Рис. 11. Расчет долговечности радиального рабочего колеса: 

а – с покрывным диском, б – отдельно для десяти лопаток,  

в – для одной лопатки  
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Выводы 

Представлен результат оценки долго-

вечности радиального колеса с десятью ло-

патками, изготовленное фирмой Schiele.  

Предложен метод прогнозирования мно-

гоцикловой усталостной долговечности ра-

диального рабочего колеса турбин, состоящий 

из метода расчета динамической нагрузки в 

программе MATLAB и многоцикловой устало-

сти в программе ANSYS. Построена резонанс-

ная диаграмма с подмножеством форм колеба-

ний. Выполнено сравнение результатов собст-

венных частот колебаний радиального рабо-

чего колеса с экспериментом и численными ис-

следованиями авторов, полученными в про-

грамме ANSYS WORKBENCH и BLADIS+. 

Описан алгоритм для оценки долговечности 

данного радиального колеса.  

Данные результаты исследования позво-

ляют использовать разработанные матема-

тические модели для оценки возможных вари-

антов при проектировании или эксплуатации 

радиальных лопаток рабочих колес турбома-

шин в области энергетического, химического и 

транспортного машиностроения. Дальнейшим 

развитием данных результатов является реше-

ние задачи анализа долговечности рабочих ко-

лес с расстройкой параметров и учетом чувст-

вительности и вводом преднамеренной рас-

стройки. 
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