
Прикладная математика и вопросы управления. 2021. № 4 
 

42 

DOI: 10.15593/2499-9873/2021.4.03 
УДК 519.21 

А.В. Ганичева1, А.В. Ганичев2 
1Тверская государственная сельскохозяйственная академия, Тверь, Россия 

2Тверской государственный технический университет, Тверь, Россия 

МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО РЕСУРСА 

Исследуется проблема оптимизации распределения целочисленного ресурса (средств) 
по задачам (мероприятиям, целям). Методы, исследующие данную проблему, относятся к облас-
ти комбинаторной оптимизации, а именно к задачам о назначении целей. Известные методы 
решения данной проблемы являются численными, переборными, приближенными, требуют про-
ведения большого числа итераций, не предполагают проверку условий существования целочис-
ленного решения, в ряде случаев могут выдавать решение, не только далекое от оптимального, 
но и нарушающее область допустимых значений переменных.  

Целью данной работы является разработка нового аналитического способа решения за-
дачи распределения целочисленных ресурсов методом неопределенных множителей Лагранжа. 
Для этого распределяемые ресурсы представлены в виде суммы целой и дробной частей числа. 
Сформулированы и доказаны условия, когда дробные части переменных решения задачи равны 
нулю, т.е. оно является целочисленным. Доказана теорема (критерий существования целочис-
ленного решения), определяющая необходимые и достаточные условия, при выполнении кото-
рых решение задачи существует и находится по разработанному в статье алгоритму. К таким 
условиям относятся однородность ресурсов, а также дополнительные условия (ограничения на 
целочисленность и положительность дополнительных выведенных формульных условий задачи). 
Показано, что полученное решение задачи соответствует максимуму целевой функции. Разрабо-
тан алгоритм поиска целочисленного решения задачи распределения ресурсов методом неопре-
деленных множителей Лагранжа и разобран конкретный пример. 

Изложенный в данной статье метод может применяться для распределения ресурсов в 
промышленном производстве, сельском хозяйстве, системах организационного управления, 
учебном процессе, решении вопросов целераспределения в военном деле, построении систем 
информационной, техносферной безопасности, ликвидации чрезвычайных ситуаций, создании 
систем охраны объектов и тревожной сигнализации. В этом случае необходима его адаптация к 
рассматриваемым проблемам и задачам. Он может применяться также для распределения жиз-
необеспечивающих ресурсов: продуктов питания, одежды, тепла, электрической энергии, газа, 
водоснабжения. 

Ключевые слова: задачи, ресурсы, однородность средств, целераспределение, вероят-
ность, целевая функция, абсолютная и относительная погрешности, оптимальное решение, це-
лая и дробная части числа, алгоритм.  
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A METHOD FOR SOLVING THE PROBLEM OF OPTIMIZING  

THE DISTRIBUTION OF AN INTEGER RESOURCE 

The problem of optimizing the distribution of an integer resource (funds) by tasks (activities, 
goals) is investigated. The methods investigating this problem relate to the field of combinatorial optimi-
zation, namely, to the tasks of assigning goals. The known methods for solving this problem are numer-
ical, selective, approximate, require a large number of iterations, do not involve checking the conditions 
for the existence of an integer solution, in some cases they can produce a solution not only far from 
optimal, but also violating the range of acceptable values of variables. 

The purpose of this work is to develop a new analytical method for solving the problem of the 
distribution of integer resources by the method of indefinite Lagrange multipliers. To do this, the allocat-
ed resources are represented as the sum of the integer and fractional parts of the number. The condi-
tions are formulated and proved when the fractional parts of the variables of the solution of the problem 
are zero, that is, it is an integer. A theorem (criterion for the existence of an integer solution) is proved, 
which determines the necessary and sufficient conditions under which the solution of the problem exists 
and is found according to the algorithm developed in the article. Such conditions include the homoge-
neity of resources, as well as additional conditions (restrictions on integers and positivity of additional 
derived formula conditions of the problem). It is shown that the obtained solution of the problem corre-
sponds to the maximum of the objective function. An algorithm for finding an integer solution to the 
problem of resource allocation by the method of indeterminate Lagrange multipliers is developed and a 
specific example is analyzed. 

The method described in this article can be used for the allocation of resources in industrial pro-
duction, agriculture, organizational management systems, educational process, solving issues of target 
allocation in military affairs, building information systems, techno sphere security, emergency response, 
creating systems for the protection of objects and alarm systems. In this case, it is necessary to adapt it 
to the problems and tasks under consideration. It can also be used for the distribution of life-supporting 
resources: food, clothing, heat, electricity, gas, water supply. 

Keywords: tasks, resources, uniformity of means, target distribution, probability, objective func-
tion, absolute and relative error, optimal solution, integer and fractional parts of a number, algorithm.

 

Введение 

Одним из важных классов задач комбинаторной оптимизации яв-
ляется задача о назначении целей. Первоначально задача рассматрива-
лась для военных приложений как задача определения оптимального 
распределения комплекта различного вооружения (средств поражения) 
по целям для нанесения максимального ущерба противнику [1–7]. 
В настоящее время область применения таких задач расширилась за 
счет моделей распределения ресурсов в экономике [8], системах орга-
низационного управления [9, 10], планировании производства продук-
ции [11], банковской сфере [12]. Особое внимание распределению ре-
сурсов уделяется при проектном управлении. В статье [13] для реше-
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ния данной проблемы используется система рейтингов по рабочим за-
дачам и компетенциям.  

Во многих задачах о назначении целей имеется требование цело-
численности переменных. Например, количество ракет, самолетов-
перехватчиков, сотрудников, компьютеров. Требование целочисленно-
сти переменных существенно усложняет процесс нахождения опти-
мального решения [14, 15]. Округление нецелочисленных переменных 
до целых чисел может привести не только к заметным потерям эффек-
тивности целочисленного плана, но и к недопустимому решению. Для 
решения задачи целочисленного распределения средств применяется 
метод максимального относительного элемента [14]. Данный метод 
основан на упорядоченном переборе возможных решений и является 
численным, приближенным. Проблема при его использовании заклю-
чается в том, что точного целочисленного решения задачи может не 
быть, а на поиск наиболее близкого к нему приближенному решению 
будут тратиться значительные вычислительные ресурсы.  

Многие задачи оптимизации распределения нецелочисленных ре-
сурсов для непрерывных функций решаются методом неопределенных 
множителей Лагранжа [9]. Важным и новым является распространение 
данного метода на решение задач дискретной оптимизации. 

Целью данной работы является решение задачи распределения 
целочисленных ресурсов (задачи дискретной оптимизации) методом 
неопределенных множителей Лагранжа. 

1. Постановка задачи 

Проблема распределения ресурсов (средств) для решения набора 
заданных задач заключается в следующем.  

Имеется n задач и m средств для их решения. Заданы важности 

ja  и вероятности ( 1, )jp j n  выполнения j-й задачи каждым средством 

( 0 1jp  ). Обозначим через jx  – количество средств, назначенных 

для выполнения j-й задачи. Пусть  j j jx x x    , где jx    – целая 

часть числа jx ,  jx  – дробная часть. Требуется найти такое распреде-

ление ресурсов jx , при котором вероятность выполнения всех задач 

будет максимальна. 
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В этом случае максимизируемая целевая функция будет иметь вид 

   
1 1

1 1

.Э 1 (1 ) 1 (1 ) (1 )j j jj
n nx x xxj j

j j jn n
j j

j j
j j

a a
p p p

a a

      

 

 

                
     (1) 

Коэффициент ja  – это важность выполнения j-й задачи, 

1

j

n

j
j

a

a



 – 

нормировка ja .  

Для получения критерия целочисленности решения задачи (1) 

разложим множитель  (1 ) jx

j jp    в ряд, ограничиваясь двумя чле-

нами, получим 

   (1 ) 1 .jx

j j jp x p   

При таком разложении абсолютная погрешность вычисления j

не превосходит величины 
2 20,5 0,5

0,0313.
2


   

В самом деле, абсолютная погрешность не превосходит первого 

отброшенного члена, т.е. члена 
     21

.
2

j j jx x p
 

При максимальном значении вероятности p = 1 покажем, что 

     2 41 0,5
.

2 2

j j jx x p
  

Имеем    2 40,5 0,j jx x    т.е.  0 1jx   – это верно. 

Относительная погрешность не превосходит величины 
0,0313

0,042,
1 0,25

  


 т.е. 4,2 %, что близко к повышенной точности. По-

грешность в вычислении функции Э  составляет 

Э

1

(1 )Э
,

1 (1 )

j

j

j

x

j j j

j n x

j j j
j

a p

Э a p

  


  



            
      

 т.е. Э 4,2 %.   
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Система ограничений задачи распределения ресурсов имеет вид 

 
1

,

0 1, 1, ,

0, 1, .

n

j

j

j

jx m

x j n

x j n



 
   
     



                                        (2) 

2. Метод решения 

Для нахождения экстремума функции (1) при ограничениях (2) 
запишем функцию Лагранжа: 

   *

1 1 1

1

.Э 1 (1 ) (1 )j
n n nxj

jj j jn
j j j

j
j

jx m x x
a

p p
a

  
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

 
      
 

    
    


      (3) 

Последние два ограничения системы (2) здесь использовать не 
будем. Они будут учтены в дальнейшем. 

Найдем частные производные по jx   ,  jx  ( 1, )j n ,   и при-

равняем их к нулю. 
Имеем 

  *

1

( )( ,Э (1 ) ln 1 1 0j
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j jjnx

j
j

j
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p p x p
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   


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                           (5) 

 *

1 1
Э 0.
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j j
j j

m x x


 
                                   (6) 

Из формулы (4) для 1, 1j n   получаем 

   
      .

ln ln(1 ) ln (ln1 ) 1

ln ln(1 ) ln (ln1 ) 1
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nn n n n
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n

a x p p x p

a x p p x p

 



      

     
              (7) 

Из формулы (5) при 1, 1j n   находим 
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  .ln ln(1 ) ln ln ln(1 ) lnj j j j n n n na x p p a x p p         

Отсюда 

 

 
.
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
 

 

              (8) 

Из формулы (7) имеем 

     
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Отсюда с учетом формулы (8) получаем 
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Следовательно, 
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Допустим, что  1, 1n ja a j n   . 

Предположим, что   .0nx   В этом случае   ( )0 1,..., 1jx j n    

тогда и только тогда, когда 

ln(1 )
.
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
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Отсюда следует, что уравнение (10) выполняется тогда и только 

тогда, когда все  1,jp j n  равны. Это означает однородность 

средств. Тогда из формулы (9) следует, что    .0 1, 1jx j n    

Определим условие выполнения равенства   .0nx   

Подставим jx    из уравнения (8) и  jx из уравнения (9) в первое 

уравнение системы (2), получим 
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      

             (11) 

Для краткости введем следующие обозначения: в формуле (11) 

коэффициент при  nx  обозначим через a, второе слагаемое – через b, 

третье – c. Тогда 

   ( ) / .nnx m a x b c a                                  (12) 

Из уравнения (12) следует, что   0nx   тогда и только тогда, когда 

   ( ) / .nx m b c a                                       (13) 

Таким образом, условие (13) является необходимым условием 
целочисленности ресурсов. 

При   0nx   из уравнения (11) имеем 
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При   0jx    1,j n  равенство (14) превращается в равенство  
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При выполнении условия  1, 1n ja a j n    с учетом равенства 

(15) получаем, что   0nx  . 

Для целочисленности  nx  необходимо и достаточно, чтобы вы-

ражение в скобках в уравнении (15) было кратно n. 
При выполнении однородности из формулы (8) и (15) для 

1, 1j n   имеем 

  1
ln .

ln(1 )
n

j n
n j

a
x x

p a
     

                                  (16) 

Если  nx  – целое положительное число, то для положительной 

целочисленности jx     1, 1j n   необходимо и достаточно, чтобы 

1
ln

ln(1 )
n

n j

a

p a
  1, 1j n   было целым при .n ja a  

Итак, точка 1( ,..., )nP x x , координаты которой вычисляются по 

формулам (15), (16), при этом в (15) выражение в скобках кратно n и 
второе слагаемое в формуле (16) является целым числом при n ja a  

 1, 1j n  , является стационарной точкой с целыми положительными 

координатами. 
Достаточное условие экстремума сводится к анализу второго 

дифференциала функции Лагранжа (3) для найденной точки P при ус-
ловии, что idx  связаны уравнением 

2

1

0 ( 0).
n

i j
j j

dx dx
x


 

   

Второй дифференциал для функции Лагранжа будет иметь вид 

2 * 2 2

1 1

Э (ln(1 )) (1 ) ,j
n n

x

j j j j j
j j

d a a p p dx
 

 
    

 
                (17) 

при этом 
1

0.
n

j
j

j j

x
dx

x




  

Поскольку 2 *Э 0,d   в точке Р имеется максимум.  
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Таким образом, имеем следующее утверждение. 
Теорема. Для того чтобы задача целераспределения, сводящаяся 

к максимизации целевой функции (1) при ограничениях (2), имела по-
ложительное целочисленное решение, необходимо и достаточно, что-
бы выполнялись следующие условия: 

1) однородность средств, т.е. все вероятности  1,jp j n  долж-

ны быть равны; 

2) если min ( 1, )n ja a j n  , то   0nx   и  nx , вычисленное по 

формуле (15), должно быть целым положительным; 

3) выражение 
1

ln
ln(1 )

j

n n

a

p a
 ( 1, 1j n  ) должно быть целым. 

В самом деле, пусть выполнены условия 1–3. Тогда из условия 1 
следует, что все jp  равны, т.е. выполняется равенство (12) и при вы-

полнении условия 3 из   0nx   с учетом уравнения (12) следует, что 

  0jx    1, 1j n  . Тогда отсюда вытекает равенство (15), и с учетом 

выполнения условия 2 получаем, что  nx  – целое положительное чис-

ло, откуда с учетом выполнения условия 3 имеем jx     1, 1j n   – 

целое положительное число. Из равенства (17) следует, что данное ре-
шение максимизирует функцию (1) при ограничениях (2). 

Докажем теорему в обратную сторону. 

Пусть jx   1,j n  – целое положительное решение, максимизи-

рующее функцию (1) при ограничениях (2). Тогда при представлении 

jx  в виде  j j jx x x    , где jx    – целая,  jx  – дробная части чис-

ла, имеем   0jx  , но тогда выполняется равенство (12) и все jp  равны 

 1,j n . Значит, выполняется условие 1. Пусть 
1
minn jj n

a a
 

 . Тогда, 

очевидно,  ,nx  вычисленное по формуле (15), будет целым положи-

тельным, т.е. выполняется условие 2. При этом jx     1, 1j n   будет 

вычисляться по формуле (16), а так как  nx  и jx    – целые, то выполня-

ется условие 3. 
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3. Результаты и их обсуждение 

Рассмотрим практическую реализацию разработанного метода. 
Приведем алгоритм поиска целочисленного решения задачи распреде-
ления средств и разберем конкретный пример. 

Основные этапы алгоритма решения данной задачи заключаются 
в следующем. 

1. Все вероятности должны быть одинаковы. Если это не так, то 
производится их корректировка. При невозможности такой корректи-
ровки положительного целочисленного решения не будет. 

2. Ищется 
1
min jj n

a
 

. Пусть это будет na . 

3. Для nx  должно быть известно, что это целое положительное 

число, т.е.   0jx   и  nx  – целое положительное число. 

4. Значение  nx  вычисляется по формуле (15). 

5. По формуле (16) находятся значения jx   , которые будут це-

лыми положительными. 
Рассмотрим следующий пример на выполнение вычислений по 

разработанному алгоритму.  
Пусть n = 3; m = 11; p = 0,2; 1 2 30,5; 0,5; 0, 4.a a a    По фор-

мулам (15) и (16) находим положительное целочисленное решение: 

1 2 34, 3x x x   , максимизирующее соответствующую целевую 

функцию (1), которая при данных значениях: 

4 30,5 0,2
Э 2 (1 0,2) (1 0,2) .

1,4 1
0,438 7

,4
85         

Таким образом, алгоритм позволяет аналитически найти решение 
задачи распределения ресурсов. 

Заключение 

В статье разработан новый метод решения оптимизационной за-
дачи распределения целочисленного ресурса. Доказана теорема (кри-
терий существования целочисленного решения), определяющая необ-
ходимые и достаточные условия, при выполнении которых решение 
задачи существует и находится по разработанному в статье алгоритму. 
К таким условиям относится однородность ресурсов (средств), а также 
дополнительные условия (ограничения на целочисленность и положи-
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тельность дополнительных условий задачи). Разработан алгоритм поиска 
целочисленного решения задачи распределения ресурсов методом неоп-
ределенных множителей Лагранжа и разобран конкретный пример. 

 
Исследование не имело спонсорской поддержки. Авторы заявля-

ют об отсутствии конфликта интересов. 
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