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СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛИЗУЮЩЕЙСЯ ПОЛИМЕРНОЙ  

СРЕДЫ С УЧЕТОМ БОЛЬШИХ ДЕФОРМАЦИЙ 

Рассматривается задача об охлаждении бесконечной плиты постоянной толщины, изго-
товленной из полиэтилена низкого давления. Исследуется эволюция деформированного состоя-
ния плиты, обусловленного возникающими в процессе охлаждения и кристаллизации темпера-
турными и усадочными деформациями. При решении краевой задачи термомеханики использу-
ются определяющие соотношения в рамках теории больших деформаций.  

Ключевые слова: кристаллизация, полимер, большие деформации, численные методы. 

R.G. Kulikov, T.G. Kulikova 
State National Research Polytechnic University of Perm, Perm, Russian Federation 

ON THE QUESTION OF DEFINITION OF CRYSTALLIZING  
POLYMER MEDIA DEFORMED STATE ACCOUNTING BIG  

DEFORMATIONS 

The problem on cooling of infinite constant thickness plate made of low pressure polyethylene is 
considered. Evolution of deformed state caused by temperature and shrink deformations arouse in 
course of cooling and crystallization process is explored. Constitutional relations accounting big defor-
mations were used to solve boundary thermomechanical problem.  
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Вопросу моделирования механического поведения кристалли-
зующейся полимерной среды посвящено достаточно большое количе-
ство работ [1–4]. Технологический процесс производства изделий из 
полимерных материалов, как правило, включает этап охлаждения, со-
провождающийся кристаллизацией материала. Напряжения, возни-
кающие в полимерных изделиях при их производстве, могут достигать 
значительных величин и приводить к снижению эксплуатационных 
качеств изделий. Поэтому проблема описания термомеханического по-
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ведения полимерных материалов в условиях фазовых переходов имеет 
большое значение. Вследствие значительности структурных усадоч-
ных деформаций, сопровождающих переход материала из одного фа-
зового состояния в другое, используемые определяющие соотношения 
по возможности должны учитывать большие деформации.  

С целью иллюстрации предложенных авторами ранее опреде-
ляющих соотношений, построенных с учетом больших деформаций, в 
работе рассматривается модельная задача об охлаждении бесконечной 
плиты постоянной толщины (рис. 1), изготовленной из полиэтилена 
низкого давления. Изначально материал рассматриваемого тела нагрет 
до температуры, превышающей температуру плавления. Охлаждение 
происходит на воздухе, причем в материале протекают процессы кри-
сталлизации, сопровождающиеся выделением тепла. Требуется иссле-
довать эволюцию деформированного состояния тела, обусловленного 
возникающими в процессе охлаждения и кристаллизации температур-
ными и усадочными деформациями. 

               

Рис. 1. Охлаждение пластины 

Решение рассматриваемой задачи осуществлялось в два этапа. 
На первом этапе определялось решение краевой задачи нестационар-
ной теплопроводности с учетом кристаллизации материала. На втором 
этапе с учетом полученных данных об эволюции полей температуры 
и степени кристаллизации по толщине пластины с течением времени 
осуществлялось решение краевой задачи механики кристаллизующего-
ся полимера. Поскольку процесс сопровождается большими темпера-
турными и усадочными деформациями, задача рассматривалась в рам-
ках теории больших деформаций.  
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1. Решение теплокинетической задачи 

Постановка задачи в рамках известной теплокинетической моде-
ли включает [5]: 

– нестационарное уравнение теплопроводности  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k
T Tс T T T T Q t
t x x

∂ ∂ ∂ ρ = λ +ρ α ∂ ∂ ∂ 
& , [0, ]x L∈ ;  (1) 

– уравнение кинетики неизотермической кристаллизации 
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– граничные и начальные условия 
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где kQ  – тепловой эффект реакции кристаллизации; T  – температура; 
t  – время; ρ  – плотность материала; c  – удельная теплоемкость; λ  – 
коэффициент теплопроводности; α  – степень кристаллизации мате-
риала, ;tα =∂α ∂  pα  – равновесная степень кристаллизации; pT  – тем-

пература плавления; cpT  – температура окружающей среды; R  – уни-

версальная газовая постоянная; 0, , ,K U Aψ  – макрокинетические кон-
станты, определяемые экспериментально; x  – координата. 

Численный расчет был проведен для пластины из полиэтилена 
низкого давления. Значения теплофизических и механических пара-
метров брались из литературных источников [5–8]. При решении теп-
локинетической задачи учитывалась зависимость удельной теплоемко-
сти, коэффициента теплопроводности и плотности полиэтилена от 
температуры.  

Температурная краевая задача решена численно-разностным ме-
тодом. В силу симметрии рассматривалась только половина конструк-
ции. Толщина пластины полагалась равной 20 мм, начальная темпера-
тура тела – 450 К. Используемая сетка содержала 100 узлов. Времен-
ной шаг составлял 0,5 с. Процесс расчета прекращался при достижении 
во всех точках равновесной степени кристаллизации.  
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Решение уравнения кинетики неизотермической кристаллизации 
определялось численно на каждом шаге алгоритма решения краевой 
задачи методом Рунге-Кутты четвертого порядка. Для обеспечения ус-
тойчивости счета временной шаг составлял 0,005 с. 

На рис. 2 представлены кривые распределения температуры и 
степени кристаллизации для различных моментов времени. 

       
а     б 

Рис. 2. Кривые распределения температуры и степени кристаллизации для различных  
моментов времени: 1 – 200 с, 2 – 400 с, 3 – 600 с, 4 – 800 с, 5 – 1000 с 

2. Решение краевой задачи механики  
кристаллизующегося полимера 

При решении задачи механики использовалась «слабая» вариа-
ционная постановка, которая для рассматриваемой задачи принима-
ет вид [9] 

 
0

II 0
1 C 0,
2 V

dV⋅⋅δ =∫ P  (4) 

где IIP  – тензор Пиолы-Кирхгофа второго рода, С – тензор деформаций 
Коши-Грина, 0V  – начальный объем тела. К достоинствам рассматри-
ваемой постановки стоит отнести то, что она сформулирована 
в исходной конфигурации, что существенно упрощает построение чис-
ленных алгоритмов расчета. 
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Связь тензора Пиолы-Кирхгофа, характеризующего напряженное 
состояние материала, с упругим потенциалом W определяется в виде 

II 2 (G ) / Gt tW × ×= ∂ ∂P , 

где ×
tG  – тензор меры деформаций Коши-Грина для рассматриваемого 

момента времени t. Связь тензора меры деформаций Коши-Грина 
с тензором деформаций Коши-Грина определяется соотношением 

( ) 2/gGC −= × , где g – метрический тензор. Определяющие соотноше-
ния для упругого кристаллизующегося полимерного материала взяты 
в форме [10] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )1
a кр

0

1 d
t

T
t t tW t W W

α
× × − × −

τ τ= −α + ⋅ ⋅  α τ∫G G F G F ,  (5) 

где τF  – тензор-градиент места, взятый относительно момента времени 

;τ  1,  T− −
τ τF F  – обратная величина к транспонированному тензору и об-

ратная величина к тензору градиента места τF  соответственно; a кр,W W  – 
упругий потенциал аморфной и кристаллической фаз материала. В ка-
честве упругого потенциала использовался двухконстантный потенци-
ал Пенга-Ландела [11]. 

Рассматриваемая формулировка (4) нелинейна, так как строится с 
использованием нелинейных геометрических и физических соотноше-
ний. Для построения численного алгоритма определения деформиро-
ванного состояния с учетом возникающих температурных и структур-
ных деформаций выполнена линеаризация исходной постановки (5). 
Это позволяет свести процедуру получения решения к анализу после-
довательности линейно-упругих краевых задач в рамках теории малых 
деформаций. Процедура линеаризации подробно рассмотрена в рабо-
тах [10, 12]. 

Предположим, что в процессе деформирования тело последова-
тельно проходит три конфигурации (рис. 3), в которых положение точки 
определяется радиус-векторами r, R, .ℜ  Переход из начальной конфигу-
рации в промежуточную определяется вектором перемещений 0U , а из 
промежуточной в конечную – вектором малых перемещений u. 
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С учетом малости перемещений u последнего перехода тензор де-
формаций Коши-Грина, описывающий переход из начальной конфигура-
ции в конечную, может быть представлен в виде суммы двух слагаемых: 

 *
0 CCC += ,  (6) 

( ) ( )( )0 0 0 0 0
1 ,
2

T T= ∇ + ∇ +∇ ∇C U U U U

0 0 0 0 0
*

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 ,

T T T T

T T T T

       =∇ + ∇ +∇ ∇ + ∇ ∇ +∇ ⋅∇ +       
       

       +∇ ∇ +∇ ⋅∇ ∇ +∇ ∇ ∇       
       

C u u u U u U U u

U u U u U U u U
 

где операторы 
0

,∇∇  определены относительно исходной и промежу-
точной конфигураций. 

0U  

R 
r 

u 

I 
II 

III 

ℜ  

 

Рис. 3. Последовательность конфигураций в процессе деформирования:  
I – начальная конфигурация, II – промежуточная конфигурация,  

III – конечная конфигурация 

Таким образом, полученные соотношения (6) линейно зависят от 
вектора малых перемещений u последнего перехода. 

Процедура линеаризации физических соотношений состоит в раз-
ложении соотношения (4) в ряд Тейлора с учетом только линейных сла-
гаемых. Линеаризованные физические соотношения с учетом темпера-
турных и структурных деформаций могут быть записаны в общем виде: 

 ( ) ( )( )4
II II 0 0 00

( ) T T
θ= + ⋅⋅ ⋅ − ⋅P P D C F e e F , (7) 
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где )( 0
4 CD  – тензор четвертого ранга линейных операторов, завися-

щий от деформированного состояния промежуточной конфигурации, 
θe  – тензор суммы малых температурных и структурных деформаций, 

T)(0 RF ∇= . 
С учетом выполненных процедур линеаризации соотношение (4) 

принимает вид 

 ( ) ( )( )( )
0

4 *
II 0 0 0 00

1 ( ) 0.
2

T

V

dVθ+ ⋅⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⋅δ =∫ P D C F e e F C   (8) 

Выражение (8) – это линейное соотношение, сформулированное 
относительно приращения перемещений, возникающих вследствие ма-
лых приращений температурных и структурных деформаций. Опреде-
ление эволюции поля перемещений сводится к решению последова-
тельности линейных задач относительно приращения перемещений на 
временных шагах. 

Для построения конечномерного аналога рассматриваемой задачи 
(8) использовался метод конечных элементов [13]. Использовался 
двухузловой элемент с линейной аппроксимацией неизвестных. В ка-
честве узловых неизвестных выступали приращения перемещений на 
текущем временном шаге. В силу линейности постановки (8) глобаль-
ная система алгебраических уравнений принимает вид 

 [ ]{ } { } { }0( ) ,pK u F Fθ= +U  (9) 

где [ ])( 0UK  – глобальная матрица системы, обладающая симметрией и 

зависящая от вектора накопленных перемещений 0U ; { } { }p ,F Fθ  – гло-

бальные векторы «фиктивных» усилий, обусловленные накопленными 
к рассматриваемому шагу напряжениями и возникающими на рассмат-
риваемом переходе температурными и структурными деформациями. 

Таким образом, процесс определения эволюции деформирован-
ного состояния рассматриваемого тела сводится к решению последова-
тельности линейных задач (9), сформулированных относительно при-
ращений узловых перемещений. Оператор левой части соотношения 
требует переопределения на каждом шаге. Изменение компонент тен-
зора деформаций Коши и тензора Пиолы-Кирхгофа при переходе в 
очередную конфигурацию определяется в соответствии с (6) и (7). 
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Временную сетку удобно взять совпадающей с временной сеткой тем-
пературно-конверсионной задачи. 

При решении рассматриваемой задачи конечномерный аналог 
содержал 100 узлов. Временной шаг составлял 0,5 с. 

Кривые распределения функции перемещений по толщине пла-
стины для различных моментов времени представлены на рис. 4. Для 
сравнения на том же рисунке приведены кривые, полученные при ре-
шении аналогичной задачи с использованием линейных физических 
и геометрических соотношений. Как видно из графиков, с ростом вре-
мени расхождение результатов, полученных для рассматриваемой за-
дачи с использованием нелинейной и линейной моделей, возрастает. 

 

Рис. 4. Кривые распределения функции перемещений для различных моментов  
времени: 1 – 200 с, 2 – 400 с, 3 – 600 с,  4 – 800 с, 5 – 1000 с ( – нелинейная  

модель, - - - -  – линейная модель) 

В результате с использованием предложенного подхода решена 
задача моделирования процесса эволюции деформированного состоя-
ния в кристаллизующейся полимерной плите с учетом больших де-
формаций. Как видно из рис. 4, учет нелинейности определяющих со-
отношения для рассматриваемой задачи позволяет получить результа-
ты, отличающиеся на 3% от результатов, полученных в рамках 
линейной модели. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 
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