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УДК 539.3:534 

МОДЕЛЬ ДЕФОРМАЦИИ ПЯТИСЛОЙНОЙ ПАНЕЛИ С ЖЕСТКИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

Н.В. Осадчий, В.А. Малышев, В.Т Шепель   

ПАО «ОДК – Сатурн», Рыбинск, Россия 

О СТАТЬЕ 
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 12 декабря 2018 г. 
Принята: 20 июня 2019 г. 
Опубликована: 28 июня 2019 г. 

 На основе решения вариационной задачи получена система дифференциальных 
уравнений и естественных граничных условий, которая описывает деформацию изотроп-
ной пятислойной панели с жестким при поперечном сдвиге заполнителе при ее нагружении 
силами, действующими как в поперечном направлении, так и по ее контуру. Система диф-
ференциальных уравнений включает в себя три уравнения. Первые два уравнения описы-
вают деформацию от действия нагрузки по контуру панели. Третье уравнение описывает 
деформацию панели от действия равномерно распределенной поперечной нагрузки. Си-
стема граничных условий включает в себя как условия на кромках панели, так и условия в 
ее углах. Решение системы дифференциальных уравнений в перемещениях для случая 
равномерно распределенной поперечной нагрузки при шарнирном закреплении соответ-
ствует решению в двойных тригонометрических рядах, а для сил, равномерно распреде-
ленных по контуру панели, в виде линейных функций этих сил. В качестве примера, под-
тверждающего практическую полезность предложенного подхода, проведена верификация 
конечно-элементной модели пятислойной панели с использованием полученного аналити-
ческого решения. Показано, что для совпадения результатов аналитического и конечно-
элементного решений необходимо в конечно-элементной модели базовую поверхность 
совмеcтить со срединной поверхностью панели. Верифицированная конечно-элементная 
модель может быть использована для исследования конструкций, относящихся к классу 
биконструкций, которые нашли широкое применение в различных отраслях промышленно-
сти. Область применения аналитической модели распространяется на стадию эскизного 
проектирования, а верифицированной конечно-элементной модели – на стадию опытно-
конструкторских работ по созданию пятислойных панелей с жестким заполнителем. 
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 The system of differential equations and natural boundary conditions was obtained based on 
the variational problem solution. The system describes deformation of a five-layer isotropic panel 
with a solid filler under transverse shear loaded with forces acting both in a transverse direction 
and over the panel contour. The differential equation system includes three equations. The first 
two equations describe deformation due to loads applied to the panel contour. The third equation 
describes the panel deformation due to the regularly distributed transverse loading. The system 
of boundary conditions includes conditions at the panel edges and at its corners. The differential 
equation system solution in transitions for the case of a regularly distributed load at pin-edge 
fixing corresponds to the solution of double trigonometric sequences. As for the forces regularly 
distributed on the panel contour, it is represented in the form of linear functions of these forces. 
As an example confirming the applicability of the proposed approach, the verification of the finite-
element model of a five-layer panel with the use of the obtained analytical solution has been con-
ducted. It has been demonstrated that for an agreement of the analytical and finite-element solu-
tion results it is required to superpose in the finite-element model the datum surface and median 
surface of the panel. The verified finite-element model can be used for examination of the struc-
tures referred to the biostructures class, which found a wide application in various branches of 
industry. The analytical model application is extended to the design definition stage; the applica-
tion of the verified finite-element model is extended to the to the design experimental work for 
creation of five-layer panels with a solid filler. 
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Введение 

 

В настоящее время промышленность проявляет все 

больший интерес к многослойным сотовым конструк-

циям с различного типа заполнителями [1–32] и, в част-

ности, к пятислойным конструкциям с жестким запол-

нителем, так называемым биконструкциям. Использо-

вание для оценки напряженно-деформированного 

состояния метода конечных элементов при всех его 

преимуществах требует верификации расчетных моде-

лей. Необходимо отметить, что верификация конечно-

элементных моделей многослойных панелей на основе 

прямого эксперимента затруднена из-за невозможности 

задания граничных условий на торцах многослойной 

панели, что приводит к значительным погрешностям 

в напряжениях на ее концах [1]. Особенно это касается 

вопросов исследования механических свойств панелей, 

когда они испытываются как балочные элементы при 

трехточечной схеме нагружения. Поэтому для верифика-

ции конечно–элементных моделей целесообразно ис-

пользовать аналитические модели. При построении ана-

литических моделей используются, как правило, два 

подхода. Первый основывается на рассмотрении элемен-

та конструкции при статическом равновесии выделенно-

го элемента панели, второй, на основе вариационного 

принципа Лагранжа, преимуществом которого является 

возможность непосредственного нахождения естествен-

ных граничных условий. 

Исследование многослойных конструкций с прямо-

линейной и круговой осью, как правило, требует введе-

ния гипотез о перемещениях и напряжениях по толщине 

панели. Поэтому многочисленные исследования по 

напряженно-деформированному состоянию многослой-

ных панелей, в особенности за рубежом, посвящены 

нахождению различных приближенных решений путем 

аппроксимации функций перемещения полиномами от 

переменной, изменяющейся по толщине, в слоях много-

слойной панели. Анализ литературы [16–30] показал, 

что для аппроксимации могут использоваться различные 

типы элементарных функций: полиноминальные [29], три-

гонометрические [20–23], гиперболические [24], а также 

их комбинации [25]. В [18] проанализировано 246 работ 

зарубежных и отечественных авторов, которые посвя-

щены вопросам расчета многослойных панелей с при-

менением как аналитических, так и конечно-элемент-

ных моделей. За последние 5 лет в [16] проанализиро-

вано 515 работ зарубежных авторов, посвященных 

вопросам построения аналитических многослойных 

балочных моделей статической прочности, частот соб-

ственных колебаний и устойчивости. Обзор моделей 

с сотовым заполнителем представлен в [17]. 

Из проведенного анализа следует, что задача вери-

фикации конечно-элементных моделей на основе разра-

ботки аналитических моделей напряженно-деформиро-

ванного состояния многослойных панелей при тех или 

иных допущениях относительно поперечных и касатель-

ных напряжений по толщине слоя заполнителя не поте-

ряла своей актуальности. Особенно это касается практи-

ческого применения при расчете биконструкций, исполь-

зуемых при проектировании летательных аппаратов.  

 

1. Постановка задачи 

 

В работе ставится задача верификации конечно-

элементной модели прогиба пятислойной панели с 

жестким заполнителем при ее нагружении поперечны-
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ми и продольными равномерно распределенными сила-

ми с помощью аналитической модели.  

 

2. Решение вариационной задачи 

 

Рассмотрим многослойную панель, размерами 

 0,a  вдоль координатной оси X  и  0,b  вдоль оси Y . 

Пусть поперечный прогиб панели описывается функци-

ей ( , )w x y . 

Рассмотрим вариационную задачу относительно 

функционала  

 
0 0

( ) ( , , , , , , , , )
a b

x y z xx xy yyJ w F x y w w w w w w w dxdy         (1) 

в прямоугольнике    0, 0,a b  с искомой функцией 

 ,w x y . Для удобства изложения введем следующие 

обозначения для производных: 

, , , ,x y xx xy yyp w q w A w B w C w         . 

Предполагается, что искомое решение  ,w x y  на 

горизонтальных и вертикальных отрезках прямоуголь-

ника    0, 0,a b  удовлетворяет граничным условиям 

Дирихле  

       

       

0 1

0 1

, 0 , , ,

0, , ,

w x f x w x b f x

w y g y w a y g y

 

 
 

или граничным условиям Неймана  

       

       

0 1

0 1

, 0 , , ,

0, , , .

Y Y

X X

w x f x w x b f x

w y g y w a y g y

  

  
 

Поскольку в последующих вычислениях повсемест-

но применяются выражения, использующие суперпози-

цию с функцией ( , )x y , громоздкие выражения вида 

     

     

, , , , , , , ,

, , , , , ,

X Y

XX XY YY

F x y w x y w x y w x y

w x y w x y w x y

 

   

 

целесообразно редуцировать до более кратких выраже-

ний вида  ,F x y , для которых функция  ,w x y  и ее 

производные до второго порядка не записываются, но 

предполагаются. 

Обозначим через  ,w f x y  решение вариацион-

ной задачи, получим дифференциальное уравнение 

и набор граничных условий, которым оно должно удо-

влетворять. Обозначив через  ,x y    вариацию для 

независимой переменной  , рассмотрим возмущенное 

решение вида      , , , ,w x y w x y x y   .  

Из предположения, что функция  , ,w x y   является 

решением вариационной задачи, следует, что функция 

( ) ( )L J w    при 0   имеет минимум по пере-

менной :  

  


0 0

0

0.

a b

w P X q Y

A XX B XY C YY

L F F F

F F F dxdy

          

           

 
 

Интегрируя по частям, получим выражение для 

производной в виде 

 

 

 

0 0

0

0

0

(0) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(0, ) (0, ) (0, ) (0, )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ,0)

a b

w px qy Axx Bxy Cyy

b

p Ax By

b

p Ax By

a

q Bx Cy

q

L F F F F F F dxdy

F a y F a y F a y a y dy

F y F y F y y dy

F x b F x b F x b x b dx

F x

             

      

      

      

  

 







 
0

0 0

0 0

( ,0) ( ,0) ( ,0)

( , ) ( , ) (0, ) (0, )

( , ) ( , ) ( ,0) ( ,0)

( , ) ( , ) ( ,0) ( ,0)

(0, ) (0, ) (0,0) (0,0) 0.

a

Bx Cy

b b

A x A x

a a

C y C y

B B

B B

F x F x x dx

F a y a y dy F y y dy

F x b x b dx F x x dx

F a b a b F a a

F b b F

  

       

       

     

     



 

 

 

Для получения дифференциального уравнения в част-

ных производных возьмем вариацию  , равную нулю на 

периметре прямоугольника    0, 0,a b . Из произволь-

ности вариации   следует, что искомое решение w  

должно удовлетворять дифференциальному уравнению  

 0w px qy Axx Bxy CyyF F F F F F           . (2) 

Пусть на решение w  наложены граничные условия 

Дирихле. В этом случае выбор вариации   в рамках 

однородных условий Дирихле  

       ,0 , 0, 0, , 0,x x b y a y         

может быть произвольным. В частности, варьируя про-

изводные по   на периметре прямоугольника 

   0, 0,a b , дополнительно к условиям Дирихле полу-

чим граничные условия вида 

        , 0 , 0, 0, , 0.C C A AF x F x b F y F a y       (3) 

Пусть на решение w  наложены граничные условия 

Неймана. В этом случае, выбрав вариации φ в рамках 

однородных условий Неймана, получим 

       ,0 , 0, 0, , 0y y x xx x b y a y           . 
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В частности, варьируя значения   на периметре 

прямоугольника    0, 0,a b  дополнительно к услови-

ям Неймана, соотношение для естественных граничных 

условий запишем на периметре панели: 

     , 0 , 0 , 0
X Yq B CF x F x F x      

      ,0 , , 0,
X Yq B CF x F x b F x b        (4) 

     0, 0, 0,
X Yp A BF y F y F y      

      , , , 0
X Yp A BF a y F a y F a y       (5) 

и для условий в углах панели 

   0, 0,a b  

        0, 0 , 0 0, , 0B B B BF F a F b F a b       . (6) 

Таким образом, выражения (4)–(6) отражают есте-

ственные граничные условия. Следует отметить, что 

в классической теории панелей [11] условие (6) не рас-

сматривается. 

3. Аналитическая и численная модель  

изгиба пятислойной панели 

 

Проиллюстрируем предложенный подход нахожде-

ния естественных граничных условий в задаче оценки 

изгиба пятислойной плоской панели с последующей 

верификацией ее конечно-элементной модели для двух 

наиболее важных для практики случаев нагружения: 

равномерно распределенными по кромкам нагрузками 

в плоскости панели с интенсивностью Xp , Yp  и попе-

речной равномерно распределенной нагрузкой интен-

сивностью Q . Для этого рассмотрим прямоугольную 

пятислойную панель (рис. 1, а) шириной a  и длиной b  

и тремя несущими обшивками с толщинами 1,2,3it  . Ма-

териал обшивок изотропный с модулями упругости E  

и модулем сдвига в плоскости обшивок G . Слои запол-

нителя не сопротивляются изгибу и являются абсолют-

но жесткими при поперечном сдвиге и поперечном сжа-

тии. Зависимость между относительными деформация-

ми и перемещениями описывается с помощью 

соотношений Коши. 

   

а б 

Рис. 1. Геометрические размеры пятислойной панели (а) и перемещения элементов панели вдоль осей ,OX OY  (б) 

Fig. 1. Geometrical sizes of the five-layer panel (а) and displacement elements of the panel along axes ,OX OY  (b) 

В соответствии с гипотезой плоских сечений углы 

поворота панели вокруг осей OX , OY  равны: 

 , Xx y w   ,  , ,Yx y w    

где  ,w x y – перемещение панели вдоль оси OZ  (рис. 1). 

Перемещения обшивок панели по оси X  в соответ-

ствии с гипотезой плоских сечений (см. рис. 1) можно 

записать в виде 

–  1i        1 1, , ,v x y v x y z x y     

   1 2 3, 2 Xv x y H H e t w     , 

–  2i        2 2, , ,v x y v x y z x y     

   2 3, 2 ,Xv x y H t e w     

–  3i       3 3, , ,v x y v x y z x y     

   3, 2 .Xv x y e t w    

При этом координата z срединной поверхности 

(рис. 1, б) 

 

   

1 2 3 1

2
2 3 2 2 1 2 3

/ 2

/ 2 / 2 .

e H H t t

H t t t t t t

   

    


 

Аналогичным образом записываются перемещения 

 1,2,3iu i   вдоль оси Y . 

Для вывода дифференциальных уравнений исполь-

зуем функционал, равный сумме потенциальной энер-

гии деформации панели и работе внешней силы: 

       
      

     

2 2 2

2 1

2 2 2

3 4

2

1
2 4 .

2

2 , , ,

X Y X Y X X

X X Y Y XY

x y

D u v D u u v v

F D w v w w D w

Qw x y p v x y p u x y

           
 
 

            
  

       

.(7) 

В выражении (7) приняты следующие обозначения: 

   1 1 2 3 2 1 2 32
,

1

E
D t t t D G t t t     


,  
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 
2 2 2 33

1 2 1 3 1 1 2 2 2 3
3 2

11 2 3 121

i

i

H H t t H t t H t t tE
D

t t t 

    
          

 , 

 
2 2 2 33

1 2 1 3 1 1 2 2 2 3
4

11 2 3 12

i

i

H H t t H t t H t t t
D G

t t t 

    
         

 , 

где   – коэффициент Пуассона. 

Необходимо отметить, что гипотеза плоских сече-

ний применима для панелей, отношение ширины кото-

рых к толщине больше пяти [31]. 

Записав уравнение (2) для каждой из функций 

, ,u v w  (7), получим следующую систему дифференци-

альных уравнений: 

X Y

F F F

v x v y v

       
     

        
 

 ''
1 2 1 2 0,XX XY YY xD v D D u D v P         

X Y

F F F

u x u y u

       
     

        
 

  2 2 1 1 0,XX XY YY yD u D D v D u P           (8) 

 

2 2 2

2 2

4 4 4

3 4 3 34 2 2 4
4 2 0.

XX YY XY

F F F F

w w w xy wx y

w w w
D D D D Q

x x y y

           
        

            

  
      

   

 

Первые два уравнения описывают перемещения па-

нели по осям ,X Y , а третье – перемещение от попе-

речного изгиба вдоль оси Z . 

Естественные граничные условия для оси X  могут 

быть получены с использованием выражений (3)–(6):  

– нормальная составляющая силы, XN  приложен-

ная в направлении оси OX  на сторонах 0,x x a   

 1

00

0, 0

y y

x
X

F v u
D N y

v x y

     
      

    
,  

  1 , 0

y y

x
Y aa

F v u
D N a y

v x y

     
      

    
;  (9) 

– касательная составляющая T  на сторонах 0,x   

x a  

 2

00

0, 0,

y y

xy
X

F v u
D T y

u y x

     
      

    
 

  2 , 0;

y y

xy
Y aa

F v u
D T a y

u y x

     
      

    
 (10) 

– изгибающие моменты M на кромках панели 

0,x x a   

 
0 2 2

3 2 2

0

0, 0,

y

x
X X

F w w
D M y

w x y

    
            

 

  
2 2

3 2 2

0

, 0

yy

x

a

F w w
D M a y

w x y

    
            

;  (11) 

– удельные силы давления R  на кромки панели 

0,x x a   

 
0

0,

y

XY Y

F F
R y

y w x w

      
     

       
 

  
2 3

4 3 32 3
4 0,

w w
D D D

x y x

     
               

 (12) 

 ,

y

XY X a

F F
R a y

y w x w

      
     

       
 

  
2 3

4 3 32 3
4 0;

w w
D D D

x x x

     
               

  (13) 

– силы H в углах панели, уравновешивающие кру-

тящие моменты на ее кромках 

 
2

4
0, 0,
0 0

0,0 4 0,
x xXY
y y

F w
H D

w y x 
 

   
           

 

  
2

4
0, 0,

0, 4 0,
x xXY
y b y b

F w
H b D

w y x 
 

   
           

  (14) 

 
2

4
, ,

0 0

,0 4 0,
x a x aXY
y y

F w
H a D

w y x 
 

   
           

 

  
2

4
, ,

, 4 0
x a x aXY
y b y b

F w
H a b D

w y x 
 

   
           

.  (15)  

Получение естественных граничных условий по оси 

Y аналогично.  

Рассмотрим решения (8) для наиболее часто ис-

пользуемых в практике способов закрепления панели. 

Пусть Xp  – равномерно распределенная по граням 

нагрузка приложена к кромке x a  по оси OX , а Yp  – 

к кромке y b  по оси OY . По кромкам 0, 0x y   

панель закреплена в направлении осей OY  и OX . 

Решение первых двух уравнений системы (8) можно 

записать в виде 

 1 2 3 4( ) ; ( )v x C C x u y C C y    .  (16) 

Константы 1 4...C C  находятся из естественных гра-

ничных условий: 

1

y y

x
X aa

v u
D p a

v x y

     
     

    
,  



Осадчий Н.В., Малышев В.А., Шепель В.Т. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2019) 154-162 

159 

1

b b

y
Y xx

u v
D p b

u y x

     
     

    
. 

Окончательно функции перемещений ( ), ( )v x u y  

вдоль осей ,X Y преобразуются к виду 

 

   2 2
1 1

( ) ; ( )
1 1

X Y Y Xap bp ap bp
v x x u y y

D D

 
 

 
. (17) 

Последнее уравнение системы дифференциальных 

уравнений (8) для равномерно распределенной нагрузки 

решается методом Навье и может быть представлено 

двойными тригонометрическими рядами. Сходимость 

двойных тригонометрических рядов продемонстриро-

вана в [11]. 

Для поперечных прогибов точность в 1 % достига-

ется удержанием 4-го члена ряда, а для изгибающих 

моментов (напряжений) точность в 2 % достигается 

удержанием не менее 200 членов ряда. 

Функция  ,w x y  позволяет найти все параметры 

напряженно-деформированного состояния панели, 

а с помощью выражений (9)–(15) можно получить реак-

ции и удельные силы давления по кромкам панели, си-

лы в углах и уравновешивающие крутящие моменты на 

кромках, отражающие влияние краевого эффекта.  

Для верификации конечно-элементной модели пя-

тислойной панели использовались результаты аналити-

ческого расчета пятислойной квадратной панели со сто-

ронами 250a b   мм. Толщины несущих обшивок 

1,2,3it   принимались соответственно равными 1, 2, 3 мм. 

Модуль упругости несущих обшивок 2×105 МПа, а мо-

дуль сдвига в плоскости несущих обшивок 104 МПа. 

Толщина слоя первого заполнителя принята равной 

15 мм, второго – 10 мм. Панель нагружена в плоскости 

равномерно распределенными силами с интенсивно-

стью 10X Yp p   H/мм, приложенными к ее сторонам, 

а также равномерно распределенной нагрузкой с интен-

сивностью Q = 0,1 МПа. Для построения конечно-

элементной модели использован элемент многослойной 

оболочки Shell 181. Одним из основных параметров 

указанного элемента является положение базовой по-

верхности, от которой производится отсчет коорди-

нат z  для всех слоев по толщине панели.  

Для случая нагружения панели в плоскости равномер-

но распределенными силами с интенсивностью ,X Yp p , 

приложенными к ее граням, было выполнено сравнение 

аналитического и численного решения, полученного 

с использованием неверифицированной конечно-элемент-

ной модели. Сравнение показало, что максимальные пере-

мещения вдоль осей ,OX OY  не совпадают. При этом 

они распределены нелинейно, а перемещения вдоль вер-

тикальной оси OZ  отличны от нуля. Нормальные напря-

жения по толщине несущих обшивок также распределены 

нелинейно. Эпюры углов поворотов поперечных сечений 

отличны от нуля. Это означает, что панель кроме растяже-

ния испытывает также изгиб. Указанные отличия обуслов-

лены смещением базовой поверхности относительно сре-

динной поверхности (рис. 2).  

 

а     б  

Рис. 2. Эпюра перемещений базовой поверхности вдоль осей ( ), ( )OX a OY б  до верификации  

конечно-элементной модели 

Fig. 2. Epure of displacements of a base surface along axes ( ), ( )OX a OY b   

to verifications of the finite-element model 

Чтобы базовая поверхность стала срединной по-

верхностью, ее необходимо сместить на величину, рав-

ную отношению максимального перемещения  maxUХ  

вдоль оси OX  к максимальному углу  maxotR Y  пово-

рота вокруг оси :OY  

3 3
max max 0,426 10 / 0,341 10 1,25.z UX RotY          

При таком смещении базовой поверхности резуль-

таты по аналитической и конечно-элементной модели 

совпали с приемлемой для инженерных расчетов точно-

стью. Следует отметить, что если сечение панели сим-
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метрично относительно ее базовой поверхности, то разли-

чий между аналитическим и конечно-элементным реше-

ниями не возникает, так как в этом случае базовая поверх-

ность панели является и ее срединой поверхностью. Таким 

образом, при верификации двухмерной конечно-

элементной модели пятислойной панели, нагруженной 

силами, действующими на ее кромки, необходимо совме-

щение базовой поверхности со срединной поверхностью. 

При нагружении панели (рис. 3) поперечной равно-

мерно распределенной нагрузкой (шарнирное закрепле-

ние) после смещения базовой поверхности погрешность 

определения значения максимального прогиба по ко-

нечно-элементной модели и аналитической модели не 

превысила 0,27 %. Погрешность расчета нормальных 

касательных напряжений, реакций и напряжений в дан-

ном случае не превысила 1,3 %.  

 

а     б  

Рис. 3. Эпюра перемещений базовой поверхности вдоль осей ( ), ( )OX a OY б   

после верификации конечно-элементной модели 

Fig. 3. Epure of displacements of a base surface along axes ( ), ( )OX a OY b   

after verification of is finite-element model 

Таким образом, верификация конечно-элементной 

модели прогиба пятислойной панели аналитической 

моделью дает хорошее совпадение аналитического 

и численного решений.  

Область применения аналитической модели распро-

страняется на стадию эскизного проектирования, а ве-

рифицированной конечно-элементной модели – на ста-

дию опытно-конструкторских работ по созданию пяти-

слойных панелей с жестким заполнителем, относящихся 

к классу биконструкций. 

 

Заключение 

 

1. Областью применения предлагаемой модели яв-

ляется оценка напряженно-деформированного состоя-

ния панели пятислойной биконструкции, которая харак-

теризуются наличием поясов (обшивок), воспринима-

ющих изгибающий момент и оказывающих основное 

сопротивлению изгибу, разделенных плоскими стенка-

ми, связывающими обшивки между собой и не оказы-

вающих сопротивления изгибу. 

2. Новизна предлагаемого подхода обусловлена по-

лучением дифференциальных уравнений для нахожде-

ния естественных граничных условий многослойной 

панели и получении для пятислойной панели с жестким 

заполнителем системы дифференциальных уравнений, 

описывающих интегральное поле деформаций при ее 

нагружении равномерно распределенными силами, дей-

ствующими как на кромки панели, так и в поперечном 

направлении.  

3. Сферой практического применения предлагаемой 

аналитической модели является верификация двухмер-

ной конечно-элементной модели деформации панели, 

поскольку ее верификация на основе прямого экспери-

мента затруднена из-за невозможности реализации гра-

ничных условий на ее торцах. 
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