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ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ДИСКРЕТНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ ОКРЕСТНОСТНЫХ  

МОДЕЛЕЙ В MATHCAD 

Дискретные модели имеют широкое применение в современном мире. Существует множе-

ство сложных пространственно-распределенных объектов и систем, таких как транспортные систе-

мы, сталеплавильное производство, процесс износа элементов конструкций мостовых сооружений, 

цементное производство, процесс очистки сточных вод и многие другие. Окрестностные модели 

применяются для имитационного моделирования сложных производственных систем, а также для 

управления ими. Именно окрестностные модели обобщают многие дискретные системы.  

В работе рассмотрены два простейших класса окрестностных моделей, такие как линейные и били-

нейные динамические дискретные окрестностные модели, которые в данной статье представлены  

в матричном виде. Также показано основное отличие линейных от билинейных динамических дис-

кретных окрестностных моделей; объясняется, в чем выражена дискретность окрестностных моде-

лей. Даны определения таких понятий, как блочное умножение, параметрическая идентификация  

и устойчивость окрестностных моделей.Проведена параметрическая идентификация рассмотрен-

ных динамических дискретных окрестностных моделей, приведены формулы переопределенной 

системы линейных алгебраических уравнений для выполнения параметрической идентификации 

окрестностных систем. В работе рассмотрено характеристическое уравнение динамических дис-

кретных окрестностных моделей, по которому находятся собственные числа, необходимые для 

определения устойчивости. Описано условие устойчивости для дискретных динамических окрест-
ностных моделей по критерию Ляпунова. По результатам устойчивости и адекватности окрестност-
ной модели производственной пространственно-распределенной системы можно судить о возмож-

ности применения данной модели для прогнозирования ее состояний. Была разработана програм-

ма для построения и исследования дискретных динамических окрестностных моделей на устойчи-

вость по критерию Ляпунова. Данная программа была выполнена в блоке программирования мате-

матического пакета Mathcad. Представлена блок-схема алгоритма программы, в которой показана 

последовательность выполнения операций для проведения параметрической идентификации  

и изучения линейных и билинейных дискретных окрестностных моделей на устойчивость по крите-

рию Ляпунова. Подробно описаны основные шаги и команды в среде Mathcad, которые были ис-

пользованы в ходе написания программного кода. 

Ключевые слова: линейные и билинейные окрестностные модели, параметрическая 

идентификация, устойчивость, критерий Ляпунова, программа, среда Mathcad. 
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CONSTRUCTION AND INVESTIGATION OF DISCRETE  

DYNAMIC NEIGHBORHOOD MODELS IN MATHCAD 

Discrete models are widely used in the modern world. There are many complex spatially distribut-

ed objects and systems, such as transport systems, steelmaking, the wear process of structural elements 

of bridge structures, cement production, the process of wastewater treatment, and many others. Neighbor-

hood models are used to simulate complex production systems, as well as to manage them. It is the 

neighborhood models that generalize many discrete systems. In the paper, two simplest classes of neigh-

borhood models are considered, such as linear and bilinear dynamic discrete neighborhood models, which 

in this paper are presented in a matrix form. The main difference between linear and bilinear dynamic dis-

crete neighborhood models is also shown; explains the discreteness of the neighborhood models. Defini-

tions of such concepts as block multiplication, parametric identification and stability of neighborhood mod-

els are given. Parametric identification of the considered dynamic discrete neighborhood models is carried 

out, formulas for an overdetermined system of linear algebraic equations for performing parametric identifi-

cation of neighborhood systems are given. The characteristic equation of dynamical discrete neighborhood 

models is considered in which the eigenvalues necessary for determining stability are found. The stability 

condition for discrete dynamical neighborhood models is described by the Lyapunov criterion. Based on 

the results of the stability and adequacy of the neighborhood model of the production spatially-distributed 

system, one can judge the possibility of using this model for forecasting its states. A program was devel-

oped for constructing and investigating discrete dynamic neighborhood models for stability by the 

Lyapunov criterion. This program was implemented in the programming block of the mathematical package 

Mathcad. A block diagram of the program algorithm is presented, which shows the sequence of operations 

for parametric identification and study of linear and bilinear discrete neighborhood models for stability by 

the Lyapunov criterion. The main steps and commands in the Mathcad environment that were used during 

the writing of the program code are described in detail. 

Keywords: linear and bilinear neighborhood models, parametric identification, stability, 

Lyapunov's criterion, program, environment Mathcad. 

Введение. Окрестностное моделирование применяется для иссле-

дования и изучения пространственно-распределенных систем [1–3]. Ди-

намика окрестностных моделей выражается в изменении состояний мо-

дели с течением времени [4–5]. В работе рассмотрены линейные и би-

линейные дискретные динамические окрестностные модели [6–13]. 

Приведенные два простейших класса окрестностных моделей  

в работе исследуются на устойчивость по критерию Ляпунова с помо-

щью разработанной в блоке программирования математического паке-

та Mathcad программы. 

1. Линейная и билинейная окрестностные модели. Линейные 

окрестностные системы являются простейшим классом окрестностного 

моделирования, с которого началась разработка окрестностных моде-

лей. Далее изучались нелинейные системы, простейшим случаем кото-

рых являются билинейные окрестностные модели. 
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Далее в (1) и (2) покажем формулы линейной и билинейной окре-

стностных моделей соответственно: 

],,[],[],1[ itXCitVBAitX iii ⋅+⋅+=+                          (1) 

где 
mm

ii

m

i RCBRA
×× ∈∈ , ,1

 – матрицы-параметры, mRitX ∈],[  – состояния 

модели, mRitV ∈],[  – входы модели, ni ,,1…=  – количество узлов модели. 

],,[],[],[],[],1[ i itVitXEitXCitVBAitX iii ⋅+⋅+⋅+=+ �            (2) 

где ],[],[, itVitXERE i

mmm

i ⋅∈ ××
�  – блочное умножение. 

Основное отличие линейной от билинейной окрестностной моде-

ли в том, что в линейном случае отсутствует блочное умножение.  

2. Параметрическая идентификация окрестностных моделей. 

Параметрическая идентификация заключается в нахождении парамет-

ров заданной окрестностной модели. Для параметрической идентифи-

кации окрестностных моделей необходимо решить переопределенную 

систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида 
ii BAX =  

для i -го узла [14–18], где:  
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где ],[ itvk
 – входные данные модели для k-й строчки обучающей вы-

борки; ],[ itxk
 – состояния i -го узла модели для k-й строчки обучаю-

щей выборки; ],[ ijgh
 – коэффициенты функции пересчета состояний 

модели; M – количество реализаций всех ],[ itxk
, ],[ itvk

 в некоторый 
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текущий момент времени t  и ],1[ itxk +  в следующий момент времени 

1+t , ,,...,1 Mk = ,,...,1 ni = ,,...,1 nj = }.,,{ xvch =  

В билинейном случае матрицы iXA,  изменяются, в них добав-

ляются произведения состояний модели на входы и соответствующие 

им коэффициенты. 

3. Условие устойчивости дискретных окрестностных моделей. 

Устойчивость – способность системы стремиться из различных 

начальных состояний к некоторому равновесному состоянию. Иссле-

дование устойчивости дискретных динамических окрестностных мо-

делей по Ляпунову сводится к изучению расположения корней харак-

теристического уравнения замкнутой динамической дискретной сис-

темы относительно единичной окружности. 

Покажем характеристическое уравнение дискретной системы: 

,0... 0

1

1

1

1 =++++ −
− axaxaxa n

n

n

n                             (3) 

где n – порядок системы, 
ia  – коэффициенты характеристического 

уравнения, x – собственные числа, ni ,...,0=  [19–20]. 

Чтобы динамическая дискретная окрестностная модель была ус-

тойчивой по критерию Ляпунова, необходимо составить матрицы для 

каждого узла окрестностной модели, найти собственные числа харак-

теристического уравнения. Если собственные числа характеристиче-

ского уравнения каждого узла по модулю меньше единицы, то данная 

система будет устойчива по критерию Ляпунова. 

4. Программа для построения и исследования окрестностных 
моделей. В данной работе описывается программа для построения  

и исследования дискретных динамических окрестностных моделей на 

устойчивость, которая была выполнена в блоке программирования ма-

тематического пакета Mathcad. На рисунке представлена блок-схема 

алгоритма программы, на которой показана последовательность вы-

полнения шагов. 

С помощью данной программы можно проводить параметриче-

скую идентификацию и проверять на устойчивость два класса окрест-

ностных моделей, а именно линейные и билинейные динамические ок-

рестностные модели. Для того чтобы проверить на устойчивость ли-

нейную или билинейную динамическую окрестностную модель, вна-

чале необходимо прописать в программе путь из файла Excel формата 
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.xlsx к рассматриваемой окрестностной модели, который задан в каче-

стве переменной Path. Зададим циклы по номеру узлов i и номеру ко-

ординат вектора состояния j. Далее считываем из файла Excel матрицы 

D и F, для этого существует команда (),submatrix  определяющая  

границы матриц, которые необходимо использовать для дальнейших 

вычислений. 

DFFFX
T ⋅⋅← −+ 1)(

0,00, Xa j ←

0,1, +← kkj Xb

0,8, +← kkj Xc

0,15, +← kkj Xe

1,, −← jjjj cc

VbaG ⋅+←

0, ←kjP

llkjkj eM ++← 6,,

lVMPP ⋅+←

PcK +←

GKZ ⋅−← −1

cf ←

PfJi +←

Рис. Блок-схема алгоритма программы 
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Вычисляем вектор-столбец Х для всех параметров каждого узла по 

формуле .)( 1 DFFFX TT ⋅← −  Затем производим разбиение вектор-

столбца Х на части по формулам (2) и (3), т.е. выделяем матрицы a, b, c, e. 

Отличие в проверке на устойчивость линейной динамической окрестно-

стной модели от билинейной окрестностной модели в том, что в линей-

ном случае отсутствует блочное умножение, т.е. составляем матрицы 

cba ,,  из вектора Х. Блочная часть «e» в линейном случае обнуляется.  

В данной программе блоки 2,1 AA  – это условия блочного умножения, 

которые выполняются только для билинейной окрестностной модели. 

Системы уравнений дискретных линейных и билинейных дина-

мических окрестностных моделей с пятью узлами в общем виде имеют 

вид (31) и (32). Присваиваем ,cf ←  чтобы сохранить исходную мат-

рицу «c» для дальнейшего вычисления собственных чисел матрицы 

Якоби для каждого узла. Для нахождения точек равновесия линейной 

или билинейной окрестностной модели необходимо приравнять систе-

му к нулю. В программе Mathcad производим замену .1,, −← jjjj сс  

Далее упрощаем формулы (2) и (3) следующим образом: 

1. Вводим переменную ,bVaG +←  где V – вектор управлений,  

a, b – матрицы. 

2. Вводим переменную M, которая содержит все семь блоков ка-

ждой матрицы ,iE  представленной в виде ],...[ 721 iiii EEEE =  где  

i – номер узла. 

3. Вводим промежуточную матрицу ,lP M V= ⋅  где lV  – число. За-

тем матрице P присваивается следующее значение: .lVMPP ⋅+←  

Для нахождения точек равновесия вычислим матрицу K, которая  

в линейном и билинейном случае будет следующей: .K c P← +  Най-

дем точки равновесия q для каждого узла путем решения формулы 
1Z K G−← −  и сохраним результаты в файле Excel, используя следующий 

синтаксис ( , , (" ", 2 ( 1),"!")),q WRITEEXCEL Z Path concat x num str i← +
который означает, что для каждого узла переменная Z сохраняется в фай-

ле Excel по заданному пути Path и записывается в лист «xi». Функция 

(" ", 2 ( 1),"!")concat x num str i +  в блоке программирования Mathcad обо-

значает название листа в файле Excel, где запись " ", 2 ( 1),"!"x num str i +  – 

это лист «xi». 
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Чтобы проверить модели на устойчивость, необходимо найти 

собственные числа для каждой точки равновесия линейной и билиней-

ной динамических окрестностных моделей с помощью встроенной  

в Mathcad функции ),( Jieigenvals  где Ji f P← +  – матрица Якоби 

для каждого узла i. Согласно критерию Ляпунова для проверки устой-

чивости дискретных динамических окрестностных моделей система 

устойчива, если собственные числа для каждого узла будут по модулю 

меньше единицы. 

Выводы. Таким образом, рассмотрены линейные и билинейные ок-

рестностные модели, выполнена их параметрическая идентификация. 

Произведено исследование линейных и билинейных дискретных динами-

ческих окрестностных моделей на устойчивость по критерию Ляпунова.  

Была реализована программа в Mathcad для параметрической 

идентификации и проверки окрестностных моделей на устойчивость. 

Данная программа позволяет разрабатывать и исследовать линейные  

и билинейные окрестностные модели. С помощью представленной про-

граммы можно проводить изучение свойств пространственно-распре-

деленных объектов и процессов сложных производственных систем.  

В дальнейшем планируются рассмотрение вопроса управления динами-

ческими окрестностными моделями и его программная реализация. 
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