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МЕТОДЫ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ КОНСТРУКЦИЙ, 

ПРИМЕНЯЮЩИЕСЯ В АЭРОКОСМИЧЕСКОЙ ОТРАСЛИ 

Посвящено основным методам топологической оптимизации, применяемым для увеличения удельной прочно-
сти узлов аэрокосмической техники путем оптимизации их геометрических параметров. Для деталей, применяющихся 
в аэрокосмической отрасли, основными задачами топологической оптимизации могут являться как минимизация объе-
ма/массы при прочностных ограничениях, так и оптимизация других параметров с ограничениями по объему. Рассмот-
рены методы эволюционной оптимизации конструкций (ESO), метод двунаправленной эволюционной оптимизации кон-
струкций (BESO), метод пенализации для твердого изотропного тела (SIMP), его гибридная модификация (ESO-SIMP) 
и метод установления уровня (Level-Set). Особенности их применения демонстрируются на примерах различных конст-
рукций. Приведены теоретические основы для каждого из методов, области их применения. Рассмотрены их преиму-
щества и недостатки. Кроме этого в работе представлен обзор примеров применения методов топологической оптими-
зации в аэрокосмической отрасли. Рассмотрены работы, посвященные оптимизации геометрических параметров таких 
деталей, как нервюра крыла самолета, пилон, неохлаждаемая лопатка турбины и т.д. Проведен анализ значимости по-
явления аддитивных технологий для процесса развития методов топологической оптимизации. Дана оценка перспек-
тивности их совместного развития и вытеснения ими классических субтрактивных технологий производства.  

Ключевые слова: топологическая оптимизация, метод эволюционной оптимизации конструкций, метод двуна-
правленной эволюционной оптимизации конструкций, метод пенализации для твердого изотропного тела, метод уста-
новления уровня, аддитивные технологии. 
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TOPOLOGY OPTIMIZATION METHODS IN AEROSPACE INDUSTRY 

The article is devoted to the basic methods of topological optimization, applied to increase the specific strength of nodes 
of aerospace technology, by optimizing their geometric parameters. For the details used in the aerospace industry, the main ob-
jectives of topological optimization may be to minimize volume / mass under strength limits and optimize other parameters with 
volume constraints. The method of evolutionary structural (ESO), the method of bi-directional evolutionary structural optimiza-
tion (BESO), the method solid isotropic material with penalization (SIMP), its hybrid modification (ESO-SIMP) and the Level-Set 
method are considered. The features of their application are demonstrated on examples of various designs. The theoretical ba-
sis for each of the methods and the field of their application are given. Their advantages and disadvantages are considered. In 
addition, the paper reviews examples of the application of topological optimization methods in the aerospace industry. The 
works devoted to optimization of geometrical parameters of such details as a wing rib of an airplane, a pylon, an uncooled tur-
bine blade, etc. are considered. The analysis of the significance of the appearance of additive technologies for the development 
of topological optimization methods is carried out. The estimation of the prospects of their joint development and the displace-
ment of classical subtractive production technologies is given. 

Keywords: topology optimization, method of evolutionary structural, method of bi-directional evolutionary structural op-
timization, method solid isotropic material with penalization, Level-Set method, additive manufacturing. 

Введение 

Снижение массы и увеличение удельной прочности конструкций, используемых в аэро-
космической отрасли, – важнейшие задачи, стоящие сегодня перед конструкторами всего мира. 
Решение данных проблем напрямую связано с задачей поиска оптимальных геометрических па-
раметров проектируемого изделия [1]. В настоящее время для решения этой задачи используются 
методы топологической оптимизации. Применение методик оптимального проектирования по-
зволяет найти наилучшие параметры конструкции, удовлетворяющие технологическим  
и прочностным ограничениям, обеспечивая, таким образом, минимум целевой функции [2]. 
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Применение методов топологической оптимизации в аэрокосмической промышленности 
является относительно новым компонентом процедуры проектирования. Наибольший толчок в 
своем развитии они получили при появлении возможности использования в производстве адди-
тивных технологий вместо классических субтрактивных производственных методов. Аддитив-
ные технологии позволили расширить область конструктивных исполнений одного и того же 
изделия [3]. 

Для деталей, применяющихся в аэрокосмической отрасли, основными задачами тополо-
гической оптимизации (ТО) могут являться как минимизация объема/массы при прочностных 
ограничениях, так и оптимизация других параметров с ограничениями по объему [4]. 

Определение и принципы топологической оптимизации.  
Цели и задачи ТО 

Понятие оптимизации конструкций включает три тесно связанные, но различные по сво-
ей постановке и решению проблемы: оптимизации размеров, формы и топологии структур [5]. 

Топологическая оптимизация – это оптимизация распределения материала в проектной 
области при воздействии на нее заданных нагрузок и использовании ограничений различного 
рода: геометрических, прочностных, жесткостных и др. ТО является видом оптимизации фор-
мы конструкции, иногда именуемой оптимизацией компоновки. 

Целью ТО является определение оптимального распределения материала в области про-
ектирования при заданных нагрузках с удовлетворением критериев оптимизации [6], иначе го-
воря, определение лучшего использования материала для исследуемого объекта или конструк-
ции, так, чтобы целевая функция параметра имела максимальное или минимальное значение 
при наличии существующих ограничений. В отличие от традиционной оптимизации топологи-
ческая оптимизация не требует указания параметров оптимизации (т.е. независимых перемен-
ных, подвергаемых оптимизации) в явном виде. В топологической оптимизации параметром 
оптимизации является функция распределения материала по объему конструкции. Таким обра-
зом, основной особенностью задач оптимизации размеров является то, что область проектиро-
вания известна заранее, и она фиксирована в процессе оптимизации, а переменной проектиро-
вания является сама форма. 

В последние два десятилетия топологическая оптимизация стала активным полем для ис-
следований. Это привело к мультидисциплинарности современных методов ТО и использова-
нию их при решении задач механики твердого тела, гидродинамики, теплодинамики, биологии 
и т.д. [7].  

С точки зрения реализации программного обеспечения оптимизация топологии была 
встроена в модуль большинства коммерческих CAD/CAE-систем, таких как OptiStruct от Altair 
Hyper-Works [8], а также модуль SIMULIA Tosca, применяемый в Abaqus [9], ANSYS [10] и 
MSC Nastran [11].  

В настоящее время известны следующие основные методы ТО: SIMP (твердый изотроп-
ный материал с пенализацией), ESO (эволюционная структурная оптимизация) и Level-Set (ме-
тод установления уровня) и их различные комбинации. Данные методы имеют особенности, но 
в то же время тесно связаны между собой. 

ESO/BESO-метод 

Методы эволюционной оптимизации конструкций (Evolutionary Structural Optimization – 
ESO) и двунаправленной эволюционной оптимизации конструкций (Bi-directional Evolutionary 
Structural Optimization – BESO) интенсивно изучаются и развиваются в последние годы. 

Наиболее эффективно применение этих методов при оптимизации топологии непрерыв-
ных структур, т.е. при нахождении наилучшего размещения и геометрии пустот внутри области 
моделирования. Кроме того, этот тип оптимизации может применяться не только для оптими-
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зации натурных достаточно крупногабаритных конструкций, но и для оптимальной конструк-
ции материалов на микро- и наноуровне.  

ESO-метод первоначально предложен в 1992 г. профессорами Mike Xie и Grant Steven. 
ESO классифицируется как метод жесткого уничтожения, который итерационно удаляет или 
добавляет конечное количество материала. Используются эвристические критерии, которые 
могут быть основаны на строго определенной информации о чувствительности. Таким образом, 
ESO относительно прост в реализации, что является преимуществом для задач оптимизации 
топологии с участием сложных физических процессов [6]. 

Метод ESO основан на определении уровня напряжений в произвольной части конструк-
ции методом конечных элементов. Индикатором неэффективного использования материала яв-
ляется низкий уровень напряжений (или деформаций) в той или иной части конструкции. 
В идеале уровень напряжений в конструкции должен быть одинаковым, близким к предельно-
му, но безопасному значению [6].  

Из этой концепции следует принцип удаления материала, согласно которому недостаточ-
но нагруженный материал может быть удален, что приводит к удалению отдельных элементов 
конечно-элементной модели.  

Уровень напряженности каждого элемента определяется сравнением, например напряже-
ний Мизеса этого элемента vm

eσ  с критическим или максимальным значением напряжений Ми-

зеса в конструкции max .vmσ  Если в результате конечно-элементного анализа элемент удовлетво-

ряет условию 

 
max

,
vm
e

Rivm
R

σ <
σ

    

где RR  – предельное значение (коэффициент отбраковки), при котором элемент удаляется. 

Цикл анализа конечных элементов и их удаления повторяется для нескольких итераций с 
использованием одного и того же порогового отношения до достижения устойчивого состоя-
ния, т.е. отсутствия элементов, удовлетворяющих этому порогу удаления. Затем коэффициент 
отбраковки может быть увеличен в соответствии с определенным коэффициентом эволюции Hi: 

 ( 1) .R i Ri iR R H+ = +     

Далее с увеличенным коэффициентом отбраковки цикл производится до достижения но-
вого стационарного состояния. Итерационный процесс продолжается, пока не будет достигнут 
желаемый результат (например, пока весь материал из тех областей, где уровень напряженно-
сти не превышает 25 % от максимального, не будет удален) [1]. 

Пример реализации данного метода можно найти в работе [5], в которой рассматривается 
оптимизация консольной рамы, нагруженной сдвигающим усилием. Первоначальная конструк-
ция представляет собой плиту заданных размеров (рисунок). Оптимальное решение в виде 
двухстержневой рамы получено за 30 итераций, при 1...30 %RiR =  (рис. 1, a–и).  

Количественной оценкой изменения жесткости (или податливости) конструкции в ре-
зультате удаления i-го конечного элемента является индекс чувствительности, определяемый 
для средней податливости как [12]  

  
1

,
2

l T
i i i ia = u K u    

где iu  – вектор узлового смещения i-го элемента; iK  – матрица жесткости элемента. Функция 

чувствительности указывает на увеличение средней податливости в результате удаления i-го 
элемента, равной элементарной энергии деформации i-го элемента [12]. Для минимизации 
средней податливости (т.е. максимизации жесткости) посредством удаления элементов необхо-
димо исключать элементы с минимальным значением коэффициента чувствительности. 
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Рис. Реализация метода ESO на примере оптимизации консольной рамы [5] 
 
Математическая основа метода ESO достаточно проста и понятна, а его программная 

реализация не требует сложных приемов программирования, он в равной степени применим 
к 2D- и 3D-задачам [13]. Удаление элемента производится присвоением его модулю нулевого 
значения, что приводит к его игнорированию при последующих итерациях (при последующем 
вычислении глобальной матрицы жесткости). По мере удаления элементов в итерационном 
процессе число уравнений уменьшается, снижая вычислительную трудоемкость задачи, что 
особенно важно для 3D-задач [13].  

Однако удаленный на ранних итерациях материал может быть полезен на последующих, 
но метод ESO не позволяет восстановить его. Таким образом, в ряде случаев он не позволяет 
получить оптимального решения. Эти недостатки в значительной степени устраняются в мето-
де BESO.  

Метод BESO (или метод двунаправленной эволюционной оптимизации конструкций) по-
зволяет одновременно удалять и добавлять материал в области проектирования. Принципиаль-
ное отличие данного метода от ESO заключается в том, что индекс чувствительности пустых 
элементов определяется путем линейной экстраполяции поля смещений, получаемого в резуль-
тате конечно-элементного анализа [14]. После этого заполненные элементы с минимальными 
значениями индекса чувствительности удаляются из структуры, а пустые элементы с наиболь-
шими значениями чувствительности заполняются материалом. Количества удаляемых и добав-
ляемых элементов на каждой итерации определены двумя независимыми друг от друга пара-
метрами: отношением удаления RR и отношением включения RI  [5]. 

В работе [15] решается задача о разработке алгоритма топологической оптимизации на 
основе метода ESO. В ней стандартный метод ESO усложняется, в том числе с заимствованием 
некоторых функций метода BESO.  

Несмотря на то, что методы ESO/BESO достаточно просты в реализации, практически от-
сутствует реализация метода ESO для решения задач оптимизации топологии, ориентирован-
ных на производство [6]. 

SIMP-метод 

SIMP-метод (Solid Isotropic Material with Penalization), или метод пенализации для твердо-
го изотропного тела, – это метод ТО, основополагающая идея которого заключается в создании 
поля виртуальной плотности, представляющей аналог некоторой реальной характеристики объ-
екта. Назначение метода состоит в уменьшении податливости конструкции вследствие пере-
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распределения материала в рассматриваемой области пространства при известных граничных 
условиях. Результатом его использования является получение равнопрочного объекта в рамках 
рассматриваемой задачи. Широкое применение SIMP получил в аддитивных технологиях (тех-
нологиях 3D-печати), способных создавать объекты необходимой формы [16]. 

На сегодняшний день SIMP-метод широко применяется во всем мире. В качестве расчет-
ной переменной рассматривается плотность материала. Оптимальная структурная топология 
получена путем перераспределения материала внутри области на основе критериев оптималь-
ности или метода математического программирования [17].  

В методе SIMP область проектирования Ω дискретизируется с помощью конечных эле-
ментов. Свойства материала постоянны в каждом из этих элементов и зависят от относительной 
плотности .ix  Относительная плотность должна быть равно 1 или 0 в расчетной области Ω по-

сле оптимизации. Для ограничения промежуточной относительной плотности используется 
фактор отбраковки р. 

Отношение между модулем упругости и относительной плотностью записывается как 
[18] 

 ( ) ( ) ( )min 0 min ,
p

i iE x E x E E= + −   

где 0E  – модуль упругости материала. Для численной устойчивости minE  принимается за 

0 / 1000,E  ix  – относительная плотность i-го элемента; p  – фактор отбраковки. 

Относительные плотности элементов берутся в качестве расчетных переменных, а сред-
нее соответствие выбирается как целевая функция. Тогда задача оптимизации топологии для 
минимального соответствия может быть записана в виде 

 

{ }
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0
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0 0
1

min max

: X , , ,..., , 1, 2, ..., ,

: (X) F U U KU u k u u k u ,

: KU F, ,

0 1,

T
i

n n
pT T T T

i i i i i i
i i

n

i i
i

i

Find x x x x i n

Minimaze C x

Subject to V f V x v

x x x

= =

=

= =

= = = =
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< ≤ ≤ ≤

∑ ∑

∑
   

где целевая функция C  определяется как среднее соответствие; X  – вектор конструктивных 
переменных; minX  и maxX  – минимальная и максимальная относительная плотность элементов 

соответственно. Целью введения ненулевого значения minX  является избежание сингулярно-

сти; F  – вектор нагружения; U  – вектор глобального смещения; K  – глобальный тензор жест-
кости; ki  – тензор жесткости элемента после интерполяции плотности; 0k  и ui  – тензор жест-
кости и вектор смещения узлов элементов; V  – объем материала; 0V  – начальный объем рас-
четной области; 0F  – заданное объемное отношение [19]. 

ESO-Simp-метод 

Данный метод гибридной топологии под названием ESO-SIMP нацелен на объединение 
рассмотренных ранее методов ESO и SIMP. При этом в качестве расчетных переменных берут-
ся относительные плотности элементов, а в качестве целевой функции выбирается среднее со-
ответствие. Затем задача оптимизации для минимального среднего соответствия на основе ал-
горитма ESO-SIMP может быть записана в виде [20] 
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Разница между методами ESO-SIMP и SIMP – в ограничении объема. В процессе каждой 
итерации элементы, относительная плотность которых меньше или равна коэффициенту отбра-
ковки, удаляются из области разработки, а все оставшиеся элементы вводятся в следующую 
итерацию. Общий объем всех оставшихся элементов V должен удовлетворять следующему ус-
ловию: 
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где m – число всех оставшихся элементов. 
Однако V  не является реальным полным объемом оставшихся элементов ,V ′  который 
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Когда выполняется ограничение объема, реальный общий объем всех оставшихся эле-
ментов V ′  больше, чем V, из-за промежуточной относительной плотности, что является невы-
годным для ТО. Таким образом, в процессе оптимизации должен контролироваться реальный 
общий объем всех оставшихся элементов .V ′  

Обнаружено, что новый метод ESO-SIMP имеет множество преимуществ по сравнению 
с методом ESO и методом SIMP с точки зрения эффективности и надежности [20]. 

Level-Set-метод 

Основная идея метода Level-Set (установления уровня или множества уровней) состоит 
в том, чтобы выразить кривую или поверхность в неявном виде. При этом они принимаются 
в качестве установленного нулевого уровня многомерной функции. Затем прослеживается их 
деформация с помощью этой функции [21]. 

Например, в оптимизации топологии структуры кривые или поверхности, изображающие 
ее границы, деформируются, чтобы минимизировать энергию упругой деформации. 

Для заданной области Ω с гладкой границей предполагается существование неявной 
функции ϕ(x), которая удовлетворяет условиям 
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Двумя наиболее часто используемыми функциями в методе Level-Set являются функция 
Хевисайда H (ϕ) 

 ( )( ) 0 0,

1 0
H x

ϕ ≤
ϕ =  ϕ >

   

и дельта-функция Дирака δ(ϕ), которая равна 0 везде, кроме узкой полосы, содержащей грани-
цу материала: 
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Для функции f объемное и поверхностное интегрирование по границе можно выразить 
в виде 
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С вычислительной точки зрения сглаженная функция Хевисайда предпочтительнее 
в процессе оптимизации.  

Функция установления уровня является уравнением типа Гамильтона–Якоби: 
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е
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где nv  – нормальная скорость движущихся границ. 

Задачу оптимизации топологии конструкции с ограниченной площадью при минимиза-
ции податливости можно описать следующим образом: 
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где область проектирования представлена Ω; E – расчетная переменная, которая определяется 
поверхностью уровня 0 min( ) ( ) (1 ( )) ,E E H H Eϕ = ϕ + − ϕ  где 0E  – модуль упругости материала; 

minE  – минимальный модуль упругости; D – матрица упругости; *V  – допустимый объем мате-
риала. Уравнение линейного упругого равновесия используется для вычисления поля размеще-
ния дислокации u, тензора деформации ε и тензора напряжений σ. 

Задача оптимизации может быть решена с использованием метода критериев оптималь-
ности, последовательного метода линейного программирования или метода движущейся  
асимптоты.  

Путем вариации целевого функционала задача минимизации в двумерном случае форму-
лируется как связанная задача линейной упругости и уравнения диффузии [22]: 

 ( )( ) ,E f∇ ⋅ ϕ ε =   

 ( )0 min

1
D ( ) ,

2
TE E

t

∂ϕ  − − ε ε + λ δ ϕ ⋅ ∇ϕ = α∆ϕ ∂  
  

где α  – коэффициент демпфирования, стабилизирующий алгоритм решения [22]. 

Проблемы и трудности ТО, пути их решения 

Все перечисленные методы оптимизации имеют схожие трудности: проблему «шахмат-
ной доски», т.е. образования в теле конструкции не связанных объемов материалов, зависи-
мость от сеточного разбиения и проблему локального минимума [2, 23].  
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Проблема «шахматной доски» выражается в том, что схема оптимизированной модели 
имеет разрывы сплошности и несвязанные «островки» материала. Для борьбы с данной про-
блемой авторы [23] предлагают различные схемы фильтрации.  

Зависимость от сеточного разбиения заключается в том, что использование различных 
конечных элементов сеток приводит к различным «оптимальным» топологиям. Эта трудность 
в ряде работ была преодолена с использованием метода управляемого периметра и схем фильт-
рации чувствительности. Но в общем случае проблема разбиения конечных элементов сеток до 
сих пор не решена [22].  

Также следует отметить, что упомянутые выше трудности частично нашли свое решение 
в методе двунаправленной эволюционной оптимизации конструкций – BESO, который предпо-
лагает анализировать на каждой итерации напряженное состояние конечных элементов. В ре-
зультате этого происходит удаление менее нагруженных элементов и добавление элементов, 
заполненных материалом, в области, напряженное состояние которых выше некоторого значе-
ния [16]. 

Применение ТО в аэрокосмической отрасли 

Методы и средства оптимизации конструкций находят всё большее применение в про-
мышленности, в том числе и в аэрокосмической отрасли. 

В статье [3] рассматривается проблема выбора параметров алгоритма топологической оп-
тимизации на примере проставки переходного отсека космического аппарата, имеющей криво-
линейные элементы. Оптимизация проводилась в программном комплексе Altair HyperWorks/ 
OptiStruct, в котором используется SIMP-метод. В результате исследования были получены 
различные конструкции в зависимости от значений параметров оптимизации. По сравнению 
с конструкторским аналогом выигрыш в массе составил порядка 35 %. 

В работе [24] были рассмотрены последние достижения в области методов оптимизации 
топологии, применяемые при проектировании авиационных и аэрокосмических структур. По-
казано, что оптимизация топологии является одним из самых мощных и эффективных средств 
проектирования и в значительной степени используется в авиационной и аэрокосмической тех-
нике с различным успехом.  

В статье [25] оптимизация топологии используется для проектирования пилонов самоле-
тов Airbus. Предлагается схема двухуровневой оптимизации, которая сочетает в себе топологи-
ческую и геометрическую оптимизацию. На первом уровне оптимизации используется метод 
суррогатной оптимизации, чтобы минимизировать сопротивление и вес. Переменные проекти-
рования, воздействующие на этот уровень, представляют собой глобальные геометрические па-
раметры (положение фиксаций и размеры области проектирования). На втором уровне решает-
ся задача оптимизации топологии, чтобы получить оптимальный вес, используемый на первом 
уровне, с ограничениями на некоторые смещения. Эта двухуровневая схема используется для 
решения аэродинамической оптимизации пилона. 

В статье [26] авторами сначала рассматриваются простые примеры оптимизации тополо-
гии, такие как прямоугольная пластина, закрепленная в трех узлах, к одному из которых при-
ложена вертикальная сила. Далее описано применение нескольких алгоритмов оптимизации 
для нервюры крыла самолета.  

В работе [4] проведен анализ возможности применения ТО при проектировании неохлаж-
даемых лопаток турбин. На примере типовой неохлаждаемой лопатки турбины низкого давле-
ния газотурбинного двигателя проведена топологическая оптимизация конструкции лопатки 
в обеспечение удовлетворения требований отстройки от резонансных частот колебаний и полу-
чения минимальной массы. В результате оптимизации получена конструкция отстроенной ло-
патки, уменьшенной более чем на 30 % массы по сравнению с прототипом при сохранении 
профиля лопатки.  
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Заключение 

В данной работе были рассмотрены основные методы оптимизации топологии конструк-
ций – такие, как методы эволюционной (ESO) и двунаправленной эволюционной (BESO) опти-
мизаций конструкций, метод пенализации для твердого изотропного тела (SIMP-метод), а так-
же гибридный метод ESO-SIMP, созданный благодаря объединению методов ESO и SIMP, 
и метод установления уровня Level-Set.  

Как можно заметить из примеров применения топологической оптимизации при проекти-
ровании аэрокосмической техники, ее использование наряду с новыми производственными 
технологиями позволяет значительно улучшить удельные характеристики узлов и изделий 
в целом, а также уменьшить расход используемых для их создания материалов.  
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