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 Приведены результаты численного исследования методом конечных элементов 

распределения напряжений в окрестностях выработки круглого поперечного сечения, 

ослабляющей однородный откос на уровне его подошвы. Все вычисления выполнены 

при помощи компьютерной программы FEA, имеющей государственную регистрацию. 

Приведены изолинии компонентов напряжения, возникающих во вмещающем массиве 

в окрестностях выработки, и эпюры нормального тангенциального напряжения, по-

строенные по ее контуру. Предложено использовать в качестве критерия длительной 

устойчивости тот, качественным признаком которого является отсутствие на контуре 

выработки областей нарушенной сплошности, а количественным показателем – вели-

чину напряжения σθ в каждой точке контура выработки. Если величина этого напряже-

ния не превосходит значений пределов прочности вмещающего скального грунта при 

растяжении и сжатии, то считается, что длительная устойчивость выработки обеспе-

чена. При этом сжимающее и растягивающее напряжения считаются соответственно 

положительным и отрицательным. Если эти условия не выполняются, то запускается 

механизм перераспределения напряжений в окрестностях выработки, зоны разруше-

ния будут увеличиваться, ее длительная устойчивость не будет обеспечена. Для ис-

пользования данного критерия на контуре выработки строится эпюра нормального 

тангенциального напряжения, действующего в каждой его точке. Затем на контуре 

стоится эпюра расчетного сопротивления грунта при растяжении и сжатии. Если на 

каких-либо участках контура ординаты этих эпюр окажутся меньше ординат эпюры 

нормального тангенциального напряжения σθ, то на этих участках контура произойдет 

разрыхление или дробление грунта, т.е. его разрушение. 
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 The paper presents the results of numerical studies gained by the finite element 

method with regard to stress distribution around a round working which weakens the homo-

geneous slope at the level of its base. All the calculations have been performed using the 

FEA computer programs which have the state license. The isolines of stress components 

appearing in the enclosing massif in the contour of the working and the diagrams of the 

normal tangential stresses which are plotted along its contour. It is proposed to use a criteri-

on of the long-term stability, the qualitative feature of which is the absence of the disturbed 

regions on the contour of the working, and the quantitative feature is the stress value σθ at 

each contour point. If the stress value does not exceed the strength limits of the enclosing 

rock under tension and compression, it is considered that the long-term sustainability of the 

working is ensured. While the compressive and tensile stress is considered to be a positive 

and negative one respectively. If these conditions are not met, then occurs the redistribution 

of stresses around the working, the fracture zones will increase and the long-term stability of 

the working will not be provided. To use this criterion, at the entry contour we built a diagram 

of the normal tangential stress acting at each of its points. Then on the contour we built the 

diagram of the calculated resistance of the soil under tension and compression. If in any 

parts of the contour, the ordinate of these diagrams will be less than the ordinates of the 

normal tangential stress σθ, then in these parts of the contour there will occur the loosening 

or crushing of the soil, i.e. its destruction. 
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Целью данной работы является изучение закономерностей распределения напря-

жений в однородном откосе, ослабленном выработкой круглого поперечного сечения, 

и ее контуре. Решив задачу о распределении напряжений, можно перейти к оценке ус-

тойчивости выработки. 

Для оценки устойчивости выработки предлагается использовать критерий [1], качест-

венным признаком которого является отсутствие на контуре выработки областей нару-

шенной сплошности – зон дробления и разрыхления. Количественным показателем служит 

величина напряжения σθ в каждой точке контура. Если величина этого напряжения не пре-

восходит значений пределов прочности вмещающего скального грунта при растяжении 

     и сжатии    , т.е. для каждой точки контура выполняется неравенство 

 рас θ сжσ ,R R   (1) 

то такие зоны отсутствуют (растягивающие напряжения, как и     , принимаются со зна-

ком «минус»). Если неравенство (1) не выполняется, то возникают зоны разрушения грун-

та на контуре выработки, запустится механизм перераспределения напряжений в ее окре-

стностях, и зоны разрушения будут постепенно увеличиваться. Таким образом, длительная 

устойчивость выработки не будет обеспечена. 

Для исследования влияния местоположения выработки в приоткосной области на рас-

пределение напряжений во вмещающем массиве грунта и контуре выработки используем 
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компьютерные программы
1
, в которых формализован метод конечных элементов. Их осо-

бенностью является возможность импортировать в среду расчетную схему, построенную в 

оболочке AutoCAD, а затем проводить вычисления. 

На рис. 1 приведены геометрические размеры механико-математической модели подра-

ботанного откоса с углом заложения β = 45
о 

(см. рис. 1, а), фрагмент расчетной схемы, на ко-

тором показаны приемы дискретизации расчетной области на конечные элементы (см. рис. 1, б) 

и аппроксимации круглой выработки правильным многоугольником (см. рис. 1, в), а также 

области пластических деформаций, определенные из тривиального условия пластичности, 

возникающие на контуре выработки (см. рис. 1, г). 
 

 

а 

 
в 

 
г 

 
б 

Рис. 1. Геометрические размеры механико-математической модели (а); 

фрагмент расчетной схемы МКЭ (б); аппроксимация круглой выработки правильным 

многоугольником (в); области неупругих деформаций на контуре выработки (г) 

Fig. 1. The geometrical dimensions of the mechanical-mathematical model (a); 

a fragment of FEM meshes (b) the approximation of the round working using the equilateral 

polygon (c); the regions of inelastic deformations at the contour of the working (d) 

                                                 
1
 FEA: св-во о гос. регистрации программы для ЭВМ № 2015617889 / А.Н. Богомолов [и др.]. Зарег. от 

23 июля 2015 г.; Устойчивость (напряженно-деформированное состояние): св-во о гос. регистрации про-

граммы для ЭВМ № 2009613499 / А.Н. Богомолов [и др.]. Зарег. от 30 июня 2009 г. 
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На первом этапе работы была установлена степень влияния количества сторон пра-

вильного многоугольника на распределение напряжений на поверхности выработки, кото-

рым заменяется круглый контур. 

Из графиков, приведенных на рис. 2, следует, что при увеличении количества сторон 

аппроксимирующего многоугольника свыше 16, величины напряжений   , возникающих 

в точках контура, изменяются не более чем на 5 %. Учитывая это, при дальнейших вы-

числениях в качестве аппроксимирующего контура будем использовать правильный ше-

стнадцатиугольник. 

 

Рис. 2. Развернутая эпюра напряжения     действующего в точках контура подземной выработки 

круглого поперечного сечения при его аппроксимации правильными многоугольниками 

Fig. 2. Detailed stress diagram of    acting at the points of the contour of the underground working 

of a round cross-section when it is approximated using equilateral polygons 

На втором этапе было установлено расстояние от подошвы откоса до центра выработ-

ки, при дальнейшем увеличении которого влияние откоса на распределение напряжений на 

контуре выработки и во вмещающем грунте, расположенном в ее окрестностях, исчезает. 

На рис. 3 приведена часть картин изолиний напряжений σx, σy и τxy в окрестностях 

выработки при условии, что выработка расположена на расстояниях L = 0,5H и L = 5H 

от подошвы откоса, а диаметр выработки составляет d = 0,025H. На этом рисунке вид-

но, что при L = 5H изолинии всех компонентов напряжения практически симметричны 

относительно вертикальной оси выработки, в то время как при L = 0,5H наблюдается их 

существенная асимметрия. 

На рис. 4 приведены кривые, построенные для тех же условий, характеризующие за-

висимость максимальной величины напряжения   , возникающего в точках контура выра-

ботки, от расстояния последней до подошвы откоса. 

Результаты анализа обоих рисунков говорят о том, что начиная со значения L = (4÷5)H 

влияние откоса на напряженное состояние вмещающего грунта в окрестностях выработки и на 

ее контуре практически исчезает. 

На следующем этапе работы необходимо было выяснить, как величина коэффициента 

бокового давления вмещающего грунта влияет на распределение напряжений на контуре 

выработки. 
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а г 

  
б д 

  
в е 

Рис. 3. Изолинии напряжений в приоткосной зоне при условии, что величина коэффициента 

бокового давления ξ = 0,07, d = 0,025H, а выработка расположена на расстоянии 

L = 0,5H (а–в) и L = 5H (г–е) от подошвы откоса σx (а, г), σy (б, д), τxy (в, е) соответственно 

Fig. 3. Isolines of stresses in the near-slope area provided that the value of the coefficient 

of the lateral pressure ξ = 0.07, and d = 0.025H, and the working is located at a distance 

of L = 0.5H (a–c) and L = 5H (d–f) from the base of the slope σx (a, d), σy (b, e), τxy (c, f) respectively 

 

Рис. 4. Кривые зависимости максимальных значений напряжения    

от расстояния между выработкой и подошвой откоса при различных 

значениях коэффициента бокового давления вмещающего грунта 

Fig. 4. Curves of relations between the maximum values of stress    

and the distance between the working and the foot of the slope at various 

values of the coefficient of lateral pressure of the containing soil 
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Известно
2
 [2–4], что величина коэффициента Пуассона для скальных грунтов изменя-

ется в пределах           , который, в свою очередь, связан с коэффициентом боково-

го давления (распора) соотношением 

 
0 .

1


 


 (2) 

Для того чтобы определить, каким образом зависит максимальная величина напряже-

ния σθ, возникающего на контуре выработки, от удаленности последней от подошвы отко-

са и построить соответствующие кривые, были выбраны еще два промежуточных значения 

μ = 0,18 и μ = 0,29. Таким образом, вычисление напряжений выполнено для четырех зна-

чений коэффициента бокового давления (распора) для вмещающих скальных грунтов: 

                                     
На рис. 5–7 в качестве примера изображены эпюры напряжений   , построенные на кон-

туре круглой выработки, расположенной на различных расстояниях от подошвы откоса. 

 

   
а б в 

   

г д е 

  
ж з 

Рис. 5. Эпюры напряжений σθ при d = 0,025H при расстоянии от центра выработки до точки 

AL = 0,2H (а–г), L = 0,5H (д–з) при ξ1 = 0,07 (а, д); ξ2 = 0,22 (б, е); ξ3 = 0,41 (в, ж); ξ4 = 0,67 (г, з) 

Fig. 5. Diagrams of stresses distribution σθ when d = 0,025H at the distance from the working centre to the point 

AL = 0,2H (a–d); L = 0,5H (e–i) while ξ1 = 0,07 (a, e); ξ2 = 0,22 (b, f); ξ3 = 0,41 (c, g); ξ4 = 0,67 (d, i) 

                                                 
2
 СНиП 33-01–2003. Гидротехнические сооружения. Основные положения. М., 2004; СП 58.13330.2012. 

Гидротехнические сооружения. Основные положения. Акт. ред. СНиП 33-01-2003. М., 2012. 
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Рис. 6. Эпюры напряжений σθ при d = 0,1H при расстоянии 

от центра выработки до точки AL = 0,2H (а–г), L = 0,5H (д–з) 

при ξ1 = 0,07 (а, д); ξ2 = 0,22 (б, е); ξ3 = 0,41 (в, ж); ξ4 = 0,67 (г, з) 

Fig. 6. Diagrams of stresses distribution σθ when d = 0,1H at a distance 

from the centre of the working to the point AL = 0,2H (a–d); L = 0,5H (e–i) 

while ξ1 = 0,07 (a, e); ξ2 = 0,22 (b, f); ξ3 = 0,41 (c, g); ξ4 = 0,67 (d, i) 

Результаты анализа этих эпюр говорят о том, что величина коэффициента бокового 

давления вмещающего скального грунта существенным образом влияет на величину 

этого напряжения. Кроме того, отчетливо видно: чем ближе выработка расположена к 

подошве откоса, тем больше его влияние на характер распределения напряжения   , 

о чем свидетельствует асимметрия эпюр напряжений. Напряжения   , возникающие 

в точках контура выработки, могут быть как растягивающими, так и сжимающими, по-

этому применение критерия (1) для оценки длительной устойчивости выработки явля-

ется уместным. 

Для более наглядной иллюстрации зависимости численного значения напряжения    

от величины коэффициента бокового давления вмещающего скального грунта на рис. 8 при-

ведена развертка эпюры этого напряжения по контуры выработки, построенная для одного из 

вариантов при наименьшем и наибольшем из рассмотренных значений ξ
 
. 
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Рис. 7. Эпюры напряжений σθ при d = 0,15H при расстоянии 

от центра выработки до точки AL = 0,2H (а–г); L = 0,5H (д–з) 

при ξ1 = 0,07 (а, д); ξ2 = 0,22 (б, е); ξ3 = 0,41 (в, ж); ξ4 = 0,67 (г, з) 

Fig. 7. Diagrams of stresses distribution σθ when d = 0,15H when the distance 

from the center of the working to point is A–L = 0,2H (a–d); L = 0,5H (e–i) 

while ξ1 = 0,07 (a, e); ξ2 = 0,22 (b, f); ξ3 = 0,41 (c, g); ξ4 = 0,67 (d, i) 

  
а б 

Рис. 8. Развертка эпюры напряжений    по контуру выработки (а); 

схема развертки (обход по часовой стрелке) (б) 

Fig. 8. Scan of    stresses on the contour of the working (a); 

the scheme of the scan (the bypass clockwise) (b) 
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Анализ кривых, приведенных на рис. 8, показывает, что для рассмотренного примера 

максимальные значения напряжения    в соответствующих точках контура выработки от-

личаются не более чем на 5 %, а минимальные – почти в два раза. Этот результат говорит о 

том, что при расчете напряженного состояния массивов, ослабленных выработками, следу-

ет учитывать величину коэффициента бокового давления грунта   . 

Ниже, на рис. 9, приведены кривые, устанавливающие для условий наших численных 

исследований зависимость между величиной максимального напряжения   , возникающе-

го в какой-либо точке контура, и относительным диаметром выработки при различных 

значениях величины   . 

 

  
а б 

  
в г 

Рис. 9. Графики зависимости сжимающих (а, б) 

и растягивающих (в, г) напряжений от диаметра выработки при расстоянии 

от центра выработки до точки AL = 0,2H (а, в), L = 0,5H (д, г) 

Fig. 9. Graphs of the relations between compressive (a, b), 

tensile (c, d) stresses and the diameter of the working when the distance 

from the working centre to the point is AL = 0,2H (a, c), L = 0,5H (e, d) 

Анализ кривых показывает, что при увеличении относительного диаметра выработки 

величина максимального сжимающего (положительного) напряжения снижается, а вели-

чина растягивающего, напротив, возрастает по абсолютному значению. Существует та-

кой диаметр выработки, для которого максимальное численное значение напряжения σθ 

на контуре выработки не зависит от величины ξ
 
 (см. ординаты точек пересечения кри-

вых и их продолжений). 

Зная напряжения    в каждой точке контура подземной выработки, можно оценить ее 

длительную устойчивость. Для этого сначала на контуре выработки строится эпюра нор-

мального тангенциального напряжения, действующего в каждой его точке. Затем в том же 

масштабе на контуре стоится эпюра расчетного сопротивления Rрас и Rсж. Поскольку эти 
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величины одинаковы во всех точках грунтового массива, в том числе и в точках, располо-

женных на контуре выработки, то построенные эпюры будут представлять собой замкну-

тые кривые, по форме подобные контуру выработки. 

 

  

а б 

 

в 

Рис. 10. Эпюры напряжения σθ в точках на контуре выработки квадратного сечения 

при b = 4 м, Нз = 60 м (а) и 8 м, 120 м (б), развитие зоны разрыхления АВ 

в потолочине подземной выработки (в) квадратного сечения 

Fig. 10. Diagrams of σθ stress at points on the contour of the working with a square section 

when b = 4 m, Нз = 60 m and 8 m, 120 m (b), the development of the loosening zone АВ 

in the ceilings of the underground working (c) with a square section  

При построении эпюр, как уже отмечалось выше, считаем сжимающие напряжения 

положительными, а растягивающие – отрицательными. Проводим наложение контуров. 

Если на каких-либо участках контура ординаты эпюр Rрас и Rсж окажутся меньше ординат 

эпюры нормального тангенциального напряжения σθ, то на этих участках контура про-

изойдет разрыхление или дробление грунта, т.е. его разрушение. Эта процедура подробно 

описана в работах [5–10], а на рис. 10 приведена соответствующая иллюстрация. 

В заключение отметим, что предложенный подход к оценке длительной устойчиво-

сти подземной выработки может быть использован и для выработок, имеющих другую 
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форму поперечного сечения. Если выработка расположена достаточно близко к подошве 

откоса, то необходимо проводить анализ ее влияния на устойчивость самого грунтового 

массива (откоса), так как подработка существенным образом трансформирует поле на-

пряжений в приоткосной области, которое в значительной степени определяет степень 

устойчивости самого откоса. 
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