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 ������ "
������� ��#��	
��� ��
�����
�
 �""�����, "
#�
��>���
 
������
��"��
���
-���
����
����
� �
��
���� ��#�
�"����� �
��������� � �!�
�
���-
����
� ������� � ���
���� �������� 	�����
�������� (��������
����) �����#
�.
; ������ ������
����� 	��� "�
������ 
��

���� �
�
����
�������� (
��
���-
�
����) ��"������ ��#�
�"���
�
 ��#�
�
�����
�
 �
�"
#��� �� "
������
� 
��
-
�� "�� ��#������ #�������� "������������
� ���������
� ���
������, ����
������ ��������� ��# � 
��

���� 	�����
�������� (��������
����) ��"������
"�� ��#������ #�������� ����
� "���
� (��#�
����
��
�) � ��
�
� (���
�
����
�-
�
�) ����
���. ��� 
"������ "
������� ��#�
�"���
�
 ��������� "�� ����
����-
���� �����
����� "��������� ���
� �
�"������� �
�����. �"�������� ������-
������ ���
�����
���� ��
����� ��������� � ��"
��#
������ ��#��	
����
�
���
����. ������ ���
���� "
#�
���� 
"�������� �
������>��� ������������ 
�
����� � ���� "
���� "���
� � ��
�
� ����
���. ��� �#������ ������� ����
�
	�����
������
�
 �����
���� �� "
������� ��#�
�"���
�
 ��������� 	��
 "���-
�

��
 ������ 
��
��������� ����
���� ����
�. *����

�� ���
� "���������-
��� ��#������
� !��"�������� "�� ��������� #�������� 
��
����� ����
� "���
�
� ��
�
� ����
���. ������ "
��
� "
#�
���� 
"�������� "
������� ��#�
�"�����
��������
� "�� �
�
����
�������� �����
����� � 	�����
������
� "
����
���
#�����. *
���
��� #������
��� �
������>��� ����������
�
 �
���� � ���� "
-
���� "���
� ����
���� 
� ����
�� !�
� ����
����, #������
��� �
������>���
����������
�
 �
���� � ���� "
���� ��
�
� ����
���� 
� 
��
����� ����
� "��-
�
� � ��
�
� ����
���. ;������
, ��
 �#������� ���� ������ ��������� ��# "���-
������� �� 
��#����� ������� �� "
������� ��#�
�"����� ��������
�. *����

�-
�� �������������� �
����, 
"��������� "
������� ��������� "�� ��#������
#�������� ����
�. *
��#��
, ��
 "����

����� �
���� � �
����
��
� �
��
���>
"
#�
���� 
"����� "
������� ��������� "�� �>	
� 
��
����� ����
�. *
��#��
, 
��
 	�����
�������� ��"������ ����>��� 	
��� "���"
����������� ��� 
"����-
����� #������
���� ����������
�
 �
���� 
� "������������
� ���������
� ��-
�
������, ��� �
�
����
�������� ��"������ "�� �#������� "������������
� 
���������
� ���
������. 
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 This work is devoted to the engineering unit development for stress-strain state as-
sesses of the viscoelastic structures in aerospace engineering under some biharmonic
(two-frequency) loads. Uniaxial monoharmonic (one-frequency) tests of low-modulus 
viscoelastic polymer composite were conducted under different values of pre-static de-
formation and initial phase shift angle, as well as uniaxial biharmonic (two-frequency) 
tests under different values of first (low-frequency) and second (high-frequency) harmon-
ics frequencies. The complex modulus method was used to describe the behavior of 
viscoelastic material under harmonic loads. Material dynamic deformation properties
were determined by a specially developed method. The method allows determining the
dynamic modulus and loss angle of the first and the second harmonics. A relative fre-
quency factor was offered for the study of the effect of biharmonic load frequencies on 
the behavior of viscoelastic material. The method of experiment results under boundary
values of frequencies ratio of the first and second harmonics was offered. This approach
allows us to determine the behavior of viscoelastic materials under monoharmonic loads
in the biharmonic formulation of the problem. Dependencies of the dynamic modulus and
the loss angle of the second harmonic on frequencies ratio of the first and second har-
monics were shown. It has been found that the initial phase shift change does not impact
viscoelastic materials behavior. A mathematical model describing material behavior un-
der different values of frequencies was proposed. This model allows us to describe, with
a sufficient accuracy, the material behavior under any frequencies ratio. Biharmonic tests
are more preferable for determining the dependence of the dynamic modulus on pre-
static deformation than monoharmonic tests under pre-static deformation changing. 
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(�
�
�!����� !
�������� �
�!

��� ���
�
 ��!
��
����� 	 �
	������
� �	����-


��
� � ������
� ��#����. &����� ��������� �
���� 	������	��� �� �
���
 �������-
����, �
 � 	��
��� ������������ �����
��, 
������� #
�
���� ���!"����)��� �	
���-
	���. A����� !
�	�)��� �
������ 	������ ��
���# �����������# (������
�������#) 
�����

� �� !
	������ 	�
�
�!����# ��!
������# !
�����
	. 

&�� 
!������ !
	������ 	�
�
�!���
�
 ��������� ��!
��
����� ������������ 
� ��""������������ 
!����
��, � ����� �
�!������� �
���� [1–3]. ( ���
	��# �����-
	�� �����
�����# ����
�������# �
������� ��� 
!������ ��"
�����
���# �	
���	 	�
-
�
�!����# ��������
	 ��
��
 ��!
��

	��� �
�!������� �
���� [1–5]. �
	������ ����-
����� 	 ���
� ������ 
!���������� ������������ �
����� E* � ���
� !
���� �E. ��� 
�����	�� ������
�������# �����

� �
������	
 �
�!
���� �	�����	����� �
 ������#: 

*
1 ,E  *

2E  � 
1
,E�  

2E�  (������� 1 � 2 �

�	����	��� !��	
� � 	�
�
� ����
�����). 

��#��������� #������������� !
�����
	 
����
 ��)���	���
 
�	���� 
� ���!���-
���� !�
	������ 
!��� � ����
�� ���������� [1]. '�
�� �
�
, ��� ��!
������# !
����-
�
	 	 ���
	��# �����	�� 
��
����
���# �����

� ����� #��������� ���
�
��� �������-
��� *""����, ��!����� 
������ !���� �������
��� 
� *���!������
� "
���, ��
�����-
��� ��������� (*""��� ������
�–��������	�), 	������ ��!������ ��"
������ ¢
 
(*""��� �*���) � !���	��������
� ���������
� ��"
������ ¢st �� ������������ �
���� 
[6–13]. ��� �	�#����
���# �����
��# ����� ����������� ��)���	����� 
�	����
��� ��-
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���������# �
����� 
� ��!����� ��"
������ !��	
� � 	�
�
� ����
��� ���������� [11, 
14, 15]. 

&�� �
������ 	������ ����
� ������
������
�
 ���������� �� !
	������ 	�
�
�!-
���
�
 ��������� ���
 !����
���
 		���� 
��
��������� ����
���� "���
� |1/|2 [7, 14]. 
:
��� 
��
����� |1/|2 ����� �	� !��������# 
�������: |1/|2 = 0 (����
�� !��	
� ����
��-
�� |1 ��	�� 0, ��!������ ��"
������ !��	
� ����
���� 1
�  !��
���
����� 	 !���	���-
������� ����������� ��"
������ ¢st) � |1/|2 = 1 (����
�� !��	
� � 	�
�
� ����
��� ��	-
��, |1 = |2). $ !�� |1/|2 = 0, � !�� |1/|2 = 1 �	�#����
���� �����
�� !��
���
����� 	 
��
-
����
����.  

��� !
�
��
� 
!������ 	�
�
�!����# �	
���	 ��������� 	

������ ��� 	
!�
�
	. 
'�� 
��)���	��� !���#
� 
� 
��
����
��
�
 ���������� � �	�#����
��
�� ���������� 
!�� ��������# 
�������# |1/|2? '�� 
!����� !
	������ ��������� !�� ���
�
� 
������� 
����
� (��!�����, |1 = 1 6�, |2 = 0,9 6�)? '�� 
!�������� ������������ �	
���	� !�� ��-
���
� 
��
����� ����
� ����
���? 

 
1. �&������ &�������� $�"�!���� &!� ��@[#��"�"�+[ ��/!@)��[ 

 
A

��
����� ��!������� � ��"
������ !�� �����
�����# ����
�������# �
����-

���# �
��
 
�!����� 	 ������)�� 	���: 

 *( ) sin(2 ),a Et tE� � �: 
 ��  (1) 

* ' 2 ''2E E E� 
 ; tan ,E
E

E
		
	��  

��� 		 – �����	�������� ����� �
�!�����
�
 �
����; 	a– ������ ����� �
�!�����
�
 �
-
����; ¢
 – ��!������ ��"
������; �
 – ��!������ ��!�������, t – 	����; | – ����
��. 
��
�)�� �

��
����� (1) ��� ��
�
����
��
�
 ����������, 
�!���� 

 � �*

1
( ) sin 2 ,

m

i ai Ei gi
i

it E t
�

� � � � �: 
 
��  (2) 

��� m – �
������	
 ����
��� 	

�����	��; �g – ��
� ��	��� ��������# "�
. �
����� (1), 
(2) !
�#
��� ��� 
!������ ������
�
 	�
�
�!���
�
 !
	������ ���������. ��� �������-
�
� !
	������ (
�	����
��� ����������
�
 �
���� 
� !���	��������
� ���������
� ��-
"
������, ��!������ ��"
������) ��!
��

	���� ���	����� (2) !��	
��� � 
������� 
������
�
 !
	������ ��������� 
� �������
�
. &����������� �����
��, �����	��)�� �� 
"
�� �	�
�����������#, ����
 �� !��	
��� � �
����� ��"
�������, !
*�
�� ��)���	��-
��# ��������� "
��� !���� �������
��� 
� *���!������
� �� !�
��#
��� [9]. $�#
�� �
 
*�
�
 	

�
��� !���� ����
������
� �������
���� [16] ����������
�
 ���������� 
	 
������
��� ���
�
�
�
 �	�
����������
�
 ����������. 

?��!������������� ������
	���� !
��
�	���, ��
 !�� �����
�����# ����
����-
���# �����
��# 	 
������
��� ����#-���
 !���	���������# ����������# ��"
������ ��� 
����
�
 ��!� ��������
	 ����������� ��
������ 
������� ����������
�
 �
���� E* 
[7, 8, 11]. >�	����
��� ����������
�
 �
���� E* 
� !���	��������
� ���������
� ��"
�-
����� ¢st �
��� ���� 
!����� !
���
�
� 	�
�
� ���!���: 

 * 2
1 2 3( ) .+st st stE A A A� � � 
 �  (3) 
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/�!�����, ��� ������ ���������� � ����
�
� 1 6� � ��!�����
� ��"
������ 1 % �
*"-
"������� �1 = 0,155; �2 = –0,45; �3 = 11,45. 

����!
�
���, ��
 !���	���������� ����������� ��"
������ ¢st �
�������� 	
 	��-
���� !���
�������. :
��� ����� ����������� �
������� ����������
�
 �
���� E*(t) 
� !���
�
� 1/|. ( ������ 
��
����
��
�
 (�
�
����
������
�
) ���������� !���	���-
������� ����������� ��"
������ ¢st ������ �
�� !��	
� (��
�
����
��
�) ����
���� !�� 
������
������
� ����������: 

 1 1( ) sin2 .st at t� � � �:  (4) 

:
��� !�� ������
�������# 	

�����	��# 
������� *
2E  	 
�	����
��� 
� ��"
������ 

1 1 1( ) sin2at t� � � �:  ����� �
�������� !
�
���� 
���

�, ��� 	 "������ (3). �
����	�	 (4) 
	 (3), !
����� 

 � �
2 2

* 1 1 1
1 1 1

1
2 3 2( ) sin2 sin 2 2 0,5 .

2 2
a a

at A tE A A tA � �
� 
 
 
 �: 
 � : �� �
  (5) 

������ 
2

*(0) 1
2 3

1 ,
2

aAE A �
� 



  *(1)
2 2 1,aE A �
�  

2
*(2) 1 1
2 .

2
aAE �

�

  

����� ��!��������� � ��"
�������� ��)���	��� 
�!�
��	���� �� 	������� �E, 
!
*�
�� 
�!���� ���	����� (5) 	 	��� 

 � � � �* *(0) *(1) *(2)
2 2 2 1 1 2 11( ) sin 2 sin 2 2 0,5 .E EE t E E t E t� 
 �: 
 � � : � � 
 �
  (6) 

$
��������� ���� !
���� 	 
�	����
��� 
� !���	��������
� ���������
� ��"
���-
��� ¢st !�� 
��
����
���# 	

�����	��# !����������� [11], ����
	������
, �
��
 
�!�-
���� 

2
( ) const.E t� �  

&�� 	��
�
��!
������# !
�������# ����, ��� !��	��
, #��������
 ��
����
� �
-
!�
��	����� !�� ���������� � ������ [17]. $�#
�� �
 *�
�
 	 ���
	��# ����������
�
 
����� ��"
����
	���� (���. 1) 	

�
��� ��
������ 
������� ����������
�
 �
���� 
!�� ���������� � ������ (�1 ¾ – �2, ¢1 = –¢2). 

 
���. 1. ���� ���� 
��
����
��
�
 ���������� 
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7�!������ ��"
������ � ��!�������, � ����� ������� 
������� ��!������� 
!��-
�������� � !
�
)�� "
���� 

� �1 2 
 ,2a

� ��� �  � �1 2 
 ,2m

� 
�� �  � �1 2 .2a
�� �� �  

&���� 
!������� �	� �
���	���)�� ����������
�
 �
����: 

*(0)  ,
a

aE �� �  *(1) .
a

mE �� �  

A

�	����	���
, ������������ �
���� !�� �
�
����
�������# �����
��# 
�!���� 
	 	��� 

� �*(0) *(* 1) sin 2  ,( ) EtE t E E� �: 
 �
  

!�� ������
�������# �����
��# 

� �1

* *(0) *(
1 1 1

1)
1 sin 2( .) EE t E E t� �: 
 �
  

:���� 
���

� !
	������ ��������� !�� �	�#����
���# ����������# �
��
 
!����� 
����� �
���	���)���: *(0)

1E , *(1)
1E , *(0)

2E , *(1)
2E , *(2)

2E , 1E� , 2E� ; !�� 
��
����
���# ��-
��������# – ����� �
���	���)���: E*(0), E*(1), �E. 

 
2. ��"���#����� ��&!��+ &!�������� ����$�#����/� ]��&�!�$��"� 

 
/��
�
��� ���
�������� ��!���� ���� 
���
���� 	 ���
�� [18]. ?��!������������� 

������
	���� !�
	
������ �� *�����
����������
� ��!��������
� ������� Instron 
ElectroPuls E10000 	 4����� *��!�����������
� ��#����� ������
�
 ����
�����
�
 ��-
����
	�������
�
 !
����#������
�
 ���	�������� [19]. &�� 
!��������� �����������# 
��"
�����
���# �	
���	 ��!
��

	���� ��
�
�
������� 	�
�
�!����� �������� ����� 
�&$, �
 �
�
�
�
 ���� �
�
�
	���� 
���
�� �����
�
 ������� �������
� 36,5±0,1 �� 
� 	��
�
� 39,5±1,5 �� (���. 2). (���
 ���
 �
�
�
	���
 8 
���
�
	. &����� �������� 
�-
������ ���
 	���������� 	�
�
�!������ �	
���	���.  

 

 

     � 

���. 2. D����� 
���
�� (
) � �����������
� 
������� (�), 	�!
������#  
	 	��� «������» 
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����
�� !
�	�������� ����
������
	���� 	 ���!�������
� ������ Instron 3119 
	 ������� 3 ���
	 � ����� �����
	����� ��	�
����
� ���!������� !
 	���� 
�Q��� 
�-
��
��. /� �
�
�
	�����# 
���
��# !�
	
������ 
��

���� ������������ ��!������ !
 

��
�� ��"
����
	���� 	��� 

 � � � �1 1 2 2 2sin 2 sin 2 .a a gt t t� � � �: 
 � 
 �: 
 �  (7) 

�
��� !�
	������ ��!������ ��� ������� ������� ������ �����
	�	���
�� ������ 
��"
����
	����, ��� ��� *��!�����������
� ������� ��
�#
���
 	���� ��� 	�#
�� ���-
���� �� 
������� 
������� ��"
������ t
��. '�
�� �
�
, �� �������
� *��!� ��"
����
-
	���� ����������� ��
�������� ��������� (*""��� ������
�–��������	�). �����
 *"-
"��� 
�������� ����
������ !��	��� ������� ����������, !
��� �
�
��# �� �
��
 
!���������. &�� !������ �� ���. 3 � 4 !��	����� 
�	����
��� ��!������� 
� 	������ 
��� 
��
����
��
�
 ������ ���������� � ����
�
� 1 6�, ��!�����
� ��"
������ 1 % 
� ���!������
� 30 °A � ��� �	�#����
��
�
 ������ ���������� � ����
���� 1/7 � 1 6�, 
��!�������� ��"
������ 3 � 1 % � ���!������
� 30 °A. G��
 
������
, ��
 ��� 
��
-
����
��
� �����
�� *""���
� ��
�������� �
��
 !��������� !
��� 5-�
 ����� (�����-
������� 
������ ����� 
!����������� 	�
�
�!������ #��������������� ��� 5-�
 � 6-�
 
����
	 �� !��	����� 1 %), ��� �	�#����
��
� �����
�� – !
��� 3-�
 ����� ��
�
����
�-
�
� ����
���� (������������ 
������ ����� 
!����������� 	�
�
�!������ #��������-
������� ��� 3-�
 � 4-�
 ����
	 �� !��	����� 2 %). 

 
���. 3. >�	����
��� ��!������� 
� 	������ ��� 
��
����
��
�
  

���������� 

 
���. 4. >�	����
��� ��!������� 
� 	������ ��� �	�#����
��
�
  

���������� 
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/���
 
�������, ��
 
� ������ ���� ���������� �������� 	������� ��!�
, �
�
�
� 
���� �� �����	 
���
��. �
	������ ���!������� 
���
��, 	 �	
� 
������, �!
�
���	��� 
�
������� 
������� ����������
�
 �
���� � ���� !
����. $�#
�� �
 *�
�
 ���!������-
��� ������ �
���� ���
���� 	 !�
����� ����������. ( ��
������� ��!�
 ��
����� � !
-
	��#�
��� 
���
��. �
���
 *�
�
, ����� ���
 
��������
 	���� !�
	������ *��!������-
�� (!
 �
������	� ����
	).  

�������� !
��� !
��
���� 	
������	��	��� �	
� ��#��������� �	
���	� 	 ������� 
24 ���
	. &���� 	

�
��
 ��!
��

	��� 
���
�� ��
	�, ��
 ��)���	����# 
������ 	 ��-

�������#. /� ���. 5 !������	���� ��������� ���������� 
���
�� �
 � !
��� 24 ���
	 
	������� ��� ������ ���������� � !���������� |1 = 1/11 6�; |2 = 1 6�; 1 3 %;
� � "  

2 0,5 %.
� �  ����������
� 
������ �����# �
���	��
 2,8 %.  

 
���. 5. >�	����
��� ��!������� 
� 	������  

��� �	�#����
��
�
 ���������� 

�
 ��
������ ��� 
!��������� !�����)���� ������� ElectroPuls ��!
��
��� 	���
-
����� ������ !�����)���� ���	����. ?�
 
�����, ��
 "��������
� ������ ������
� 
!�����)���� ������	����� �
 ������
�
 !�����)���� �� 
���
�� u
� � !�����)���� ���-
���� u�. $�#
�� �
 *�
�
 !���� !�
	������� *��!������������# ������
	���� ��� !�
-
�
	���� 
���� !�����)���� *������
	 ��������)�� ������� (
�#	����# !���!
�
���-
���). &�� *�
�
 	 
�#	����# !���!
�
������# ��!��������
� ������� ElectroPuls E10000 
���� 
����!���� �������� !������� �
�)��
� 12 �� � ����������� 
�

�
� ����� 
�-
#	������ !���!
�
��������. >���� ���� !�
	����� ��!������ �� ���������� � ������. 
�
��
���� �����
���� ����� 
�#	����� ���
 !
 ���	����� � �# ����
�, ���������� 
!������� �
��
 !���������. A

�	����	���
, !�����)����, 
�"�����
	����� !
 	���
-
���
�� ������� �������, � ����� !�����)������ *������
	 ��������)�� �������. >�-
	����
��� !�����)���� *������
	 ������� 
� !���
����
� �����
�� �
��
 
!����� 
"������� 	��� 

66,12 .�N u�  

&�� ��#
������ «�������#» !�����)���� 
���
�� ����
 �
 !�����)����, "����-
�����# ��!��������
� ������
� u}�, 	������ !�����)���� ��!��������
� ������� u� 
!�� �

�	����	��)�# �����
��#. 
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3. ��"����� �&!�������� $�[���#����[ ���(�"� ��)��@&!@/�[ $�"�!�����, 
&!���"������� �[ � ���� ��$&�����+[ $��@��( 

 
�
��� !�
	������ �	�#����
���# ��!������ ��
������� *��!�������� (��!�������, 

��"
������ � �.�.) �
#�������� 	 	��� *�����
���# ������ (����. 1). 

:������ 1 

��
������� ����������
�
 *��!�������� 

(���� ti, � &�"
������ (¢*�)i, % /�!������� �i, ��� 

t1 (¢*�)1 �1 
t2 (¢*�)2 �2 
… … … 
tn (¢*�)n �n 

 
&�� ����� �����
��� ��������)�� ������� ��
�#
���
 
!�������� !�����)����, 

"���������� ��!��������
� ������
� 

*�*�( () ) ,i iu L� �  

((¢*�)i – ��"
������ �
 ����. 1); 
�����
�� 

*�( ) ;i iFN � �  

!�����)���� *������
	 ��!��������
� ������� 

� �� *�
1) ;66( ,12i iu N�  

«��������» !�����)���� 

�� *� �) ) )( ( ( ;i i iu u u� �  

«��������» ��"
������ 

�� )( .i
i

u
L� �  

>���� !
���
�� ����. 2 ����
����
 ����. 1. 

:������ 2 

��
������� ����������
�
 *��!�������� 
(���� ti, � &�"
������ ¢i, % /�!������� �i, ��� 

t1 ¢1 �1 
t2 ¢2 �2 
… … … 
tn ¢n �n 

 
����� �
������� �
����� 
������� ��!������� � ��"
������ (��!�����, ¢2 � ¢3), 

	
���# �
 ����. 2, !�
	���� 
���
��. A
	
��!�
��� *��# 
���
�
	 �
��
 
!����� "���-
����� 	��� 
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1

1

( )( )( ) ,i i i
i

i i

t tt
t t







� � ��
� � 
�

�
 1

1

( )( )( ) .i i i
i

i i

t tt
t t







� � ��
� � 
�

�
 

&���� ������ *��!�������� ��
��	����� �� 	�������� �����	��� ����
 ������ !�-
��
� �
������� !��	
� ��
�
����
��
� ����
���� 1/|1, � 	��������� !��	�� ��
�
���-
�
���� 	������
� �����	�� 0 1[ ]� �t t�  0 1 1 1 0; 1/( ).� � �t t t t� " � : 
  ( ��
������� ���
�
 ��
-
������ !
����� n �����	��
	.  

'����� ��
�
����
���� 	������
� �����	�� ��
�
��� 	 ��� ����� [20] � !
�
)�� 
"
����  

11
(0) 1

1
0 1

( )( )2 ,
i

i

tp
i i i

i
p i it

t tB dt
t t










. /. /� � � �2 3� : 
 � "2 3�2 34 54 5
� �  

� �
11

(1) 1
1 1

0 1

( )( )2 cos 2 ,
i

i

tp
i i i

i
p i it

t tB t dt
t t










. /. /� � � �2 3� : 
 � �:2 3�2 34 54 5
� �  

� �
11

(2) 1
1 1

0 1

( )( )2 sin 2 ,
i

i

tp
i i i

i
p i it

t tB t dt
t t










. /. /� � � �2 3� : 
 � �:2 3�2 34 54 5
� �  

 � � � �
(0)

(1) (2)
1 1 1( ) cos 2 sin 2 .

2
Bf t B t B t� . /� 
 �: 
 �:4 5  (8) 

&���� � !
�
)�� "
���� 

� �(1)
(2)

1
1

arctan
,

2

B
B

�� �
�:

 � � � �2 2(1) (2)
1 ,a B B� � 
  

(0)
1 2m

B� �  

!
����� !��	�� ��
�
����
���� ����
���� !
 ��"
������� 

 1 1 1 1 1( ) sin2 ( ).m af t t� �� � 
 � �: 
 �  (9) 

�
��� ����
�����# !��
���

	���� ��� ��!������� 	������ !��	�� ��
�
����
�-
��� ����
���� !
 ��!�������� 

 11 1 1 1( ) sin2 ( ).m af t t� �� � 
 �: 
 �� 
  (10) 

7!!������� �����
���� 
��
�� ���������� !
 ��"
������ 	 
�)�� ������ !���!
��-
���� ������� ���� ��	��� "�
� 1 12 ��: �  	������	�� 
�!�
��	���� *��!�����������
�
 

�
���
	����. �����
������ ���
���� 
����
��� !

	
���� �����	��� 
�!�
��	���� 
*��!�����������
�
 
�
���
	����. >������� 1m�  !�� ����������
� ����� ��"
����
-
	���� ����� ���������� � ����. 

:���� 
���

�, ��� !��	
� ��
�
����
��
� ����
���� �
��
 
!�������� 
������� 
�
���	���)�# ����������
�
 �
���� � ���� !
����: 

*(0) 1
1

1
 ,a

a
E �� �  *(1) 1

1
1
,

a
mE �� �  1 11 1( – .2 )	 � �� � �: � �  
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A !
�
)�� ����
�����# !��
���

	���� �
��
 
!�������� 
������� �
���	���)�# ��-
��������
�
 �
���� � ���� !
���� !�� 
��
����
���# �����
��#. 

�
����	�� ��!��� 	 	�������� (9) � (10) 	����
 t 
������� 	������ ti �
 ����. 2 
� 	����� 	�������� (9) � (10) �
 ��������# 
������� ��!������� � ��"
������ �

�-
	����	���
 1( ),i if t�� �  1( ).i if t�� �  ( ��
������� !����
�����# !��
���

	���� �
��
 
!
������ 
������� ��!������� � ��"
������ �
���
 
� 	��
�
����
��
� ����
����. 

&����� 
������� ��
��	����� �� 	��
�
����
���� 	�������� �����	��� !���
�
� 
1/|2 ������)�� �!
�
�
�: 0 1–[ ]� �t t  – 1-� 	��
�
����
���� 	������
� �����	��, 

0 1 2–[ ]� �t t
  – 2-�, …, 0 1–[ ]� j �jt t
 
  – !
������� 0 0;( � �t t�  1 1 01/ ;� �t t� : 
  2 1 0 11/� �t t 
� : 
  
� �.�. �
 ��# !
�, !
�� 1;�f �t t�  j + 1 – �
������	
 	��
�
����
���# 	�������# �����	�-
�
	). >���� � !
�
)�� ����
�����# !��
���

	���� (8), 
!������# 	���, �
��
 
!��-
������ 
�	����
��� ��� ����
�
 	��
�
����
��
�
 	������
�
 �����	���: 

2 2 2 2( ) sin2 ( ),af t t� �� � �: 
�  2 2 2 2( ) sin2 ( ).af t t� �� � �: 
�  

&�� ����
�
 	��
�
����
��
�
 	������
�
 �����	��� 
!���������� 
������� �
-
���	���)�# ����������
�
 �
���� � ���� !
���� 

2
2
*

2
,a

a
E �� �  2 22 2( – )2	 � �� � �: � �  

��� 	��
�
����
��
� ����
���� (����. 3). 
:������ 3 

>������� ����������
�
 �
���� � ���� !
���� ��� 	�
�
� ����
���� 

/
��� 	�����-
�
�
 �����	��� (���� � � ,c

it  � 
(��
�
����
���� 	��-

����
� �����	�� 
%�
� !
���� 

2 ,E�  ����. 
&�����������  

�
���� *
2 ,	  ��� 

1 0 10 )5(, � �t t
  0 1–[ ]� �t t  2 1( )E�  � �*
2 1

	  

2 0 1 20 ),5( � �t t
 
  0 1 2–[ ]� �t t
  2 2( )E�  � �
2

*
2	  

3 0 2 30 ),5( � �t t
 
  0 2 3–[ ]� �t t
  2 3( )E�  � �
3

*
2	  

… … … … … 

j + 1 0 10,5( )� j �jt t
 

  0 1–� j �jt t
 
. /4 5  2 1( )E j
�  � �*
2 1j

	



 

 
:�� ��� 
������� ����������
�
 �
���� � ���� !
���� 
!���������� ��� �
������
-

�
 �����	��� 	������, �
 
�� !���	��	����� �������� 
������� 	������ � �c
it  *�
�
 ��-

���	���. 
:���� 
���

�, 	 ��
������� 
����
��� !
�������� j + 1 
������� ���� !
���� 

� ����������
�
 �
���� 	��
�
����
��
� ����
����. %�
� !
���� 2 ( ) const,E t ��  ����
-
	������
, 

1

2 2
1
( ) .

j

	 	 i
i




�

� ���  

&����������� �
���� 	�
�
� ����
���� #��������
����� ���	������ (6), !
*�
�� ��� 

!��������� �
���	���)�# 	2

*(0), 	2
*(1), 	2

*(2) 	
�!
��
����� !��
���

	������ �����: 
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� �( )
1

( )

( ) * *1
2 1 2(0) *

1 2( ) ( )
0 1

( ) ( ) ( )
2 ( ) ,

c
i

c
i

ctp
i i i

ic c
p i it

t t E E
C E dt

t t









. /. /� �
2 32 3� : 
 "
2 3�2 34 54 5

� �

� �
� �

( )
1

( )

( ) * *1
2 1 2(1) *

1 2 1( ) ( )
0 1

( ) ( ) ( )
2 ( ) cos 2 ,

c
i

c
i

ctp
i i i

ic c
p i it

t t E E
C E t dt

t t









. /. /� �
2 32 3� : 
 �:
2 3�2 34 54 5

� �  

� �
� �

( )
1

( )

( ) * *1
2 1 2(2) *

1 2 1( ) ( )
0 1

( ) ( ) ( )
2 ( ) sin 2 ,

c
i

c
i

ctp
i i i

ic c
p i it

t t E E
C E t dt

t t









. /. /� �
2 32 3� : 
 �:
2 3�2 34 54 5

� �  

� �
� �

( )
1

( )

( ) * *1
2 1 2(3) *

1 2 1( ) ( )
0 1

( ) ( ) ( )
2 ( ) cos 2 2 ,

c
i

c
i

ctp
i i i

ic c
p i it

t t E E
C E t dt

t t









. /. /� �
2 32 3� : 
 � :
2 3�2 34 54 5

� �  

� �
� �

( )
1

( )

( ) * *1
2 1 2(4) *

1 2 1( ) ( )
0 1

( ) ( ) ( )
2 ( ) sin 2 2 .

c
i

c
i

ctp
i i i

ic c
p i it

t t E E
C E t dt

t t









. /. /� �
2 32 3� : 
 � :
2 3�2 34 54 5

� �  

A !
�
)�� "
���� 

� � � �2 2(1*(1) 2
2

) ( ) ,C CE � 
  � � � �2 2(3*(2) 4
2

) ( ) ,C CE � 
  *(0)
2

(0)

2E C�  


!���������� 
������� �
���	���)�# ����������
�
 �
����. 
>���� 	��������� 	�
�
� ��
�
����
���� �����	��, ������ � �.�. (���
 	 ��
�� !
��-

���� n 
������� �
���	���)�# ����������
�
 �
���� � ���� !
���� ��� !��	
� ��
�
���-
�
��
� � 	�
�
� 	��
�
����
��
� ����
���. &���� 
!���������� �# ������� 
�������.  

6�
������ ��!
��
����# 
���
�
	 ��)���	���
 	����� �� 
!���������� 	�
�
�!��-
��� #������������� 	������	�� 	

����
	���� ��
��
�
 ��
��
�
��
�
 	��� ��!�����-
�
-��"
����
	���
�
 �
��
���� !�� ���������� (!�� ���������� ��� ������ �
��� 
�-
��
��, !���������� � �����������
� 
�������, �� �
��� �	
�
��
 !�����)����� 	 !
!�-
����
� ��!��	�����). �
*�
�� ��� 
!��������� «�������#» 	�
�
�!����# #������������ 
�
�!

��� ���� ������ �

�	����	��)�� ������������ 
�������������� 
����� �� 
����������-������ 	 !�
������
� 
���!������ ANSYS. ( �������# !���������� ���-
���)�� #������������� ��������� ������ (�����): !�
��
��� �� = 7800 ��/�3; �
*""���-
��� �����
�� ¿� = 0,3; �
���� �!���
��� 	� = 200 6��. &�� !
������
�
 �
�!

��� ���� 
!������ !�
��
��� �� = 1720 ��/�3. �
��
����	
 �
*""������� �����
�� ��!
������# 
!
�����
	 ����
 �� !
��	��������� *��!�����������
 [6, 10, 21, 22]. $�#
�� �
 *�
�
, 
!
���
 	�����
	���� «�������#» 
������� ����������
�
 �
���� *

�� ,	  !�� 
!������-
��� ��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� ����� 	�����
	����� «��������» 
����-
��� �
*""������� �����
�� *

��?  (����. 4). /� 
��
	� �����
� ��!������
-
��"
����
	���
�
 �
��
���� 
!���������� 
������� ����������
�
 �
����, �

�	����-
	��)�� *��!�����������
� �������� ��
 (����������
�
 �
����) 
!��������� 

*
*� ,N	

F
�

�
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��� F – !�
)��� !
!�����
�
 ������� 
���
��; N – �����
��, 	

�����)�� !�� ��"
���-
�
	���� 
���
��. 

��� �
!
���	����� «������
�
» � *��!�����������
�
 
������� ����������
�
 �
-
���� 
!��������� �
*""������ �
�������
	�� * *

�� *�/ EK 	 	�  (��. ����. 4).  
 

:������ 4 

>������� �
*""������
	 �
�������
	�� ����������
�
 �
����  

J  
!/! 

&����������� �
����, ��� '
*""������ �����
�� '
*""������ �
�������
	��
*
��	  *

*�	  *
��?  KE 

1 1 1,21 
0,495 

0,83 
2 10 11,91 0,84 
3 100 112,15 0,89 
4 1 1,02 

0,4 
0,98 

5 10 10,12 0,99 
6 100 95,31 1,05 
7 1 0,93 

0,3 
1,08 

8 10 9,23 1,08 
9 100 86,97 1,15 
 
&����� �
 ����. 4 !
��
�	���, ��
 �
�������
	
���� �
*""������ KE 
�	���� 
� 


������� ����������
�
 �
���� � �
*""������� �����
��. &����� 
�	����
��� � 	��
-
�
� �
��
���� 
!����� "������� 	��� 

*
�� �
* 2 *

� *�3,25( ) 1,3 0,001 0,982.EK 	� � ? 
 ? 
 
  

A ��!
��

	����� 
�	����
��� � �* *
*� ��,EK f 	� "?  
!���������� «��������» 
������� 

�
���	���)�# ����������
�
 �
����. 
 

4. ���-�����"� �-!�-�"�� ]��&�!�$��"��%�+[ ����+[ &!� /!���#�+[  
)��#����[ �"������� #��"�" -�/�!$���#����/� ��/!@'���� 

 
��� 
��
����� ����
� |1/|2 = 0 ����
�� !��	
� ����
���� |1 ��	�� 0, ��!������ ��-

"
������ !��	
� ����
���� 1
�  !��
���
����� 	 !���	���������� ����������� ��"
�-
����� ¢st. A !
�
)�� ���	����� (3)–(6) �
��
 
!�������� 
������� �
���	���)�# ��-
��������
�
 �
���� � ���� !
���� 	 ������
������
� !
����
	�� 
�����. 

��� 
��
����� ����
� |1/|2 = 1 ����
�� !��	
� � 	�
�
� ����
��� ��	��, |1 = |2 (
�-
�
����
��
� ����������), !�� *�
� !��������, ��
 1 2.	 	� � �  ���
����
���� �����
�� 
�
��
 !������	��� 	 	��� �	�#����
��
� ������)�� 
���

�: 

( ) 1 2 2sin2 sin2 sin(2 ).a n a a gt t t� �: � � �: 
 � �: 
�  

7�!������ ��"
������ ¢
(n) 
�	���� 
� ���� ��	��� ��������# "�
 2.g�  �����
���� 
�	� !��������# 
�������: 

�) !����� 2 0,g� �  �
��� 1( ) 2 ,
 n 
 
� � � 
 �  
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( ) (
*

) ( ) 1) (
*

2( , ) ( , ) ( , )( ),
 
 n 
 n 
 n 
 n 
 
t tE E t� � � � � � 
 �
 � �  

1 1
*

1( , ) ( , ) ;
 
 a at E t� � 
� � �  *
2 2 2( , ) ( , ) .
 
 
 
t E t� � 
� � �  

A �	��������� ��!������ �
 
������� ����������
�
 �
���� E* �����������:  

1 2 ( ) ,
 
 
 n� B � B �  

����
	������
, 
* * *

( )1 2,  ,( ) ( ) ( , ,)
 
 
 nE t E t E t� E � E �  
�
��� �
��
 !������  

� �* * *
1 1 2 1 2 1( ) 2, ,( ) ( ); 1; 1,,
 
 
 nE t k E t k k E t k k" E "� � � E� �  

� �*
1 2 2 1 1( 2)( ) ( ) ( ), , , ,
 
 
 
 
 n 
 
t t k E t k
 
� � � � � � � �  

1 2( )( ) ( ) ( ), , , .
 
 n 
 
 
 
t t t� � � � � �Z 
  

&���� !�������� ��� !��	
� ����
���� 

� �*
1

*
1, )( ;
E t E t� �  1 1( ), );(
 
 
t t� � � �  � �*

2
*
2, ( );
E t E tZ�  2 2( ), ).(
 
 
t t� � �Z  

:
��� ��� 	�
�
� ����
���� 

( )2 1( ( ) () , );
 
 
 n 
t t t� � � �� �  
2

*
2

2 (( ;)) 




tE t �
��  

�) !����� 2 ,g� � �  �
��� 1( ) 2.
 n 
 
� � � � �  
�
��� ����
�����# !��
���

	���� !
������ 

2 1 ( )( () ) ( );,
 
 
 
 nt t t� � �� ��  
2

*
2

2 (( .)) 




tE t �
��  

?��!������� !
��
�	���, ��
 *
2 ( )E t  !�� 2 0g� �  !������
 ��	�� *

2 ( )E t  !�� 2 .g� � �  

:���� 
���

�, 2g�  �� 
��
�	��� ��)���	���
�
 	������ �� ������������ �
���� *
1 ( )E t  

� *
2 ( ).E t  
&����� !
�#
� !

	
���� 
!�������� 
������� ����������
�
 �
���� � ���� !
���� 

	 ������
������
� !
����
	�� 
����� !�� 
��
����� |1/|2 = 0 � |1/|2 = 1. 
 

5. P��&�!�$��"��%�+� ������������ &�������� ��)��@&!@/�/� $�"�!����  
&!� !�)��#��$ ���"������� #��"�" -�/�!$���#����/� ��/!'���� 

 
��
	����� *��!������������� ������
	���� !
	������ 	�
�
�!���
�
 !
������
�
 

�
�!

��� ����� �&$ !�� ��
����
� �

��
����� ����
� (����. 5) ������
������
�
 
���������� (7) !�� ���!������� 30 °A.  

A !
�
)�� 
!�����
� 	��� ���
���� 
!���������� 
������� �
���	���)�# ����-
�������# �
����� � ���
	 !
���� (����. 6, ���. 6, 7). /
���� �����
	 ���������� �
 
����. 6 �

�	����	��� �
����� �����
	 ���������� �
 ����. 5. 

 
 



Yankin A.S. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 273–292 

 286 

:������ 5 
��������� ���������� 
���
�
	 

/
��� ������ ���������� 
D���
�� ����
���, 6� 7�!������ ��"
������ ����
���, %

|1/|2 |2 1
�  2
�  
1 0

1 3 1 

2 0,01
3 0,02
4 0,05
5 1/11
6 0,1
7 1/8
8 1/7
9 1/6
10 0,2
11 1/4
12 1/3
13 0,5
14 1

 

:������ 6 
>������� �����������# ��"
�����
���# �	
���	 ��������� 

/
��� ������ ���������� � �* 0
2 ,E  

��� 

� �* 1
2 ,E  

��� 

� �* 2
2 ,E  

��� 
2 ,E�  

����. 

� �* 0
1 ,E  

��� 

� �* 1
1 ,E  

��� 
1,E�  

���� 
1 12,15 –1,35 0,70 17,87 – – – 
2 11,82 –1,35 0,73 18,28 4,44 –0,43 17,72 
3 11,68 –1,29 0,79 18,50 5,39 –0,46 18,38 
4 11,38 –1,32 0,80 18,69 5,91 –0,49 18,31 
5 11,09 –1,35 0,88 19,14 6,53 –0,50 18,41 
6 11,57 –1,40 0,87 18,9 6,93 –0,53 18,6 
7 11,10 –1,40 0,87 19,24 6,95 –0,49 18,60 
8 11,10 –1,31 0,83 19,72 7,11 –0,53 18,82 
9 10,88 –1,32 0,90 19,46 7,22 –0,51 18,51 

10 11,38 –1,49 0,93 19,83 7,62 –0,55 18,90 
11 10,84 –1,38 0,81 19,97 7,72 –0,53 18,61 
12 10,89 –1,33 0,62 19,72 8,21 –0,61 18,81 
13 10,33 –1,20 0,34 19,23 9,08 –0,68 18,74 
14 9,20 –1,16 0 17,9 10,69 –0,74 17,9 

 
:���� ���� !�
	����� ������
�������� ��!������, ����
������ ��!�������, ��-


������� �
�
��# 
������� 	 ����. 5, !�� |2 ��	�
� 0,1 6� � 10 6�. ��
������� ������
-
	���� !������	���� �� ���. 7. 

  

    �    � 

���. 6. >�	����
��� �
�!
���� � �* 0
1E  (
); � �* 1

1E  (�) � 1E�  (�) 
� �
����"�� ����
�� lg(|1) 
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     � 

 
�     $ 

���. 7. >�	����
��� �
�!
���� � �* 0
2E  (
); � �* 1

2E  (�); � �* 2
2E  (�) � 2E�  ($) 
� �
����"�� 
��
����� 

����
� lg(|1/|2) !�� ��
�����# 
�������# ����
�� |2 (* *��!������������� ������ !�� lg(|1/|2) =  
= –3 �

�	����	��� 
��
����
��
�� ������ ���������� � 	�����
	����� !���	��������
�  

���������
� ��"
������ (����. 5, ����� ���������� 1)) 

7����
 *��!������������# �����# !
��
�	���, ��
 
��
����� ����
� |1/|2 !�������-
��� �� 
��
�	��� 	������ �� �
�!
����� � �* 1

2E , � �* 2
2E  !�� |1/|2 § 0,2 � � �* 0

2E  !�� |1/|2 § 0,02. 
����������
� 
������ 
������� ���� !
���� �E2 !�� 	�����
	���� lg(|1/|2) �
���	��� 
10 % !�� |2 = 1 6�, 7 % !�� |2 = 0,1 6�, 7 % !�� |2 = 10 6�. �
��
 !������ 

� �2 1 2 2/  ( 1 .)E E� : : � �  A���������� ��"
������ !���������� �� 
��
�	��� 	������ �� ��
� 

!
����, ����
	������
, � � � �2 20  1 .E E� H �  D���
�� |2 ����� ��)���	���
 	����� �� �
���	-

���)�� � �* 0
2E , � �* 1

2E , � �* 2
2E , 2E� . &����� 
�	����
��� �
��
 
!����� !
���
���� 	�
�
� 

���!���: 

 *(1) 2
2 1 2 2 2 3lg lg ;E a a a� : 
 : 
  (11) 

 
� A

2 1
1 2 2 2 3

2*(2)
2

21 1
1 2 2 2 3

22

lg lg ;    0,2,

1 lg ( lg lg );    0,2;1 ;
lg0,2

b b b
E

b b b

:, : 
 : 
 �:KK� 0 : :K 
 
 : 
 : 
 F::K6

 (12) 

 
� � � A

2 1
1 2 2 2 3

2*(0)
2

2 24 1 4 1 1
4 1 2 2 2 32 22 2

lg lg ;    0,02,

1 2(1 )lg lg lg lg ;    0,02;1 ;
lg0,02lg 0,02

c c c
E c c c c c c

:, : 
 : 
 �:KK� 0$ %� : � : :K 
 
 : 
 : 
 F& ' :: :K( )6

 (13) 

 2
2 1 2 2 2 3lg lg .E f f f� � : 
 : 
  (14) 
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:���� ���
 �����
	���
, ��
 ����
�� |2 �� 
��
�	��� ��)���	���
�
 	������ �� 
�
�!
����� ��
�
����
��
� ����
���� � �* 0

1 ,E  � �* 1
1 ,E  1,E�  � ����
�� |1 ��)���	���
 	����� 

�� � �* 0
1 ,E  � �* 1

1 ,E  1.E�  

 *(0) 2
1 1 1 2 1 3lg lg ,E d d d� : 
 : 
  (15) 

 *(1) 2
1 1 1 2 1 3lg lg ,E e e e� : 
 : 
  (16) 

 2
1 1 1 2 1 3lg lg .E f f f� � : 
 : 
  (17) 

>�	����
���, !��	������� 	���, #��������� �
���
 ��� ������
	���
�
 ���!�

�� 
����
�. ��� ���������� ���!�

�� ����
� (��!�����, � ��!
��

	����� !�����!� ���!�-
������
-	������
� ����
���) ������ 
�	����
��� �
��� ����� �
��� ��
�����.  

A������ 
�������, ��
 ����������� ��!������ (��. ����. 5, ����� ���������� J 1) 
��
��� ��� *��!���������
��. &�� �
�
 ��
�� 
!�������� 
�	����
��� ����������
�
 
�
���� 
� ���������
� ��"
������, ��
�#
���
 !�
	���� ��� ������� ��� ��!������. 
�������� !
��� !
��
���� 	
������	��	��� �	
� �	
���	� ����
 24 ���� !
�� !�
	������ 
��!������, !
*�
�� ����
� ��!
��

	��� 
��� 
���
�� ����
���
 ��
 	 ������� ���. '�
-
�� �
�
, �� 	������� ����������
�
 �
���� ����� 	����� ��
�
��� 	�#
�� �� 
������� 
��
	��� ���������
� ��"
������. A ����
� ��
�
��, �
����
��
 !�
	���� 	���
 
��� 
�	�#����
���� *��!�������, ��
�� 
!�������� 
�	����
��� ����������
�
 �
���� 
� 
���������
� ��"
������. /�
�
����
���� ����
���� 	 ����
� ������ – ����
� �������-
��
� ��"
������, � 	��
�
����
���� ����
���� – ����
� �
�
����
������
� �����
��. 
A�
�
��� 	�#
�� �� 
������� ��
	��� ���������
� ��"
������ ����� 
!���������� ��-
!�����
� � ����
�
� ��
�
����
��
� ����
����. :���� 
���

�, ������
�������� ��!�-
����� �	������ �
��� !���!
����������� ��� 
!��������� 
�	����
���� ����������
�
 
�
���� 
� !���	��������
� ���������
� ��"
������. 

�������	���� ������� ����� !�
	������ ��!������ !�� �����
� 
��
����� ����
� 
|1/|2 � !
������)�� ���	������ ��
������
	 *��!�������� (�*�) � ��
���������, ������-
������� !
 !����
������ 
�	����
���� (11)–(17) (��). &�� *�
�
 ���� !�
	����� �	� 
*��!��������: !�� |1/|2 = 1/4,25 (���. 8) � !�� |1/|2 = 0,9 (���. 9) (�
��� 
������� ����
� 
����
��� ���
�� ���� � �����, ����������� !���
������
� �	�������� � ���������� 
��!������ – ������), 
�������� !�������� ���������� �

�	����	��� !��������� �
 
����. 5 !�� ���!������� 30 °A.  

 
���. 8. >�	����
��� ��!������� 
� 	������ !�
	������ ��!������  

!�� 
��
����� ����
� |1/|2 = 1/4,25 
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��� |1/|2 = 1/4,25 ������������ 
������ ����� �*� � �� �
���	���� 5,9 %. ��� 
|1/|2 = 0,9 ������������ 
������ ����� �*� � �� �
���	���� 6,8 %. �
���
 *�
�
, ���� 
!�
	����� *��!������������� ������
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������
	 !
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