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 @�������������� �
������
� �#���
�������� ��
�
��
��
� �
��������� � ��-
�� "������ � 	��
�, ��
�� �
�
���� ���>��� ����� #�#
��. A���� ������� ��-
��>��� �
�������� !��������� �
��������� "��	
�
�. ; 
��
�� �
#������
� 
������������
� �
���� "
�

��� �����>��� ��"
��#�: ������� "�����������
�
	
� ��
�
��
���> ���������; ��������� �#
��
"���. ��� ������� #����� "��-
����>��� ���
� �
������ ��#�
���� � �""�
��������� 0(h2), 0(h4) � ���
� &�-
!�
–\�������� � ������ "��	��
����� "
 "�
������������� �

��������, � ���-

� ���
� @����–:���� 0(h4), 0(h6), 0(h8) "
 �������. *�� ������� #����, ���#��-
��� � ��
��������� �
��	������, ������ �
"�
� 
 "
�����
���, "
!�
��
��
	�
���
 "��������� ��#��� ��������� ���
�
� ��� "
�����
����� �
��
-
����
��� ��#������
�, ��
	� 
������� ��
� 
� �������
� "
�����
���. ��� �����-
#� ��
������
� �������� "������>��� ���
�� ����������
�
 �����#�. )��������-
�� "�
�����������
-�������
� ��
� �� 	�#� �������-�����#�. @�������������� 
������� 	��
�
 ���� �� �
������
� �#���
�������� !������
� ��
�
��
��
� 
���������. A��
� "�
�
����� �����# ��

��� �
��	���� "������ � 	��
� � #���-
���
��� 
� ��#�
� ���������
��� ���� � ��"� "���

���
� �����#��. $����
���-
�
, ��
 � "
�
��> �������
 ��������
�
 	��
�
 ���� �

�
 �"������� ��
����-
����� �
��	������ � "����
���� ������� �# ��
������
�
 �
��
���� � ����
����-
��
�, � ���
� ���>���� � 
���>���� �
������
� �#���
��������. 
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 We have investigated the contacting interaction of a sandwich structure in the form
of plates and beams with small gaps between them. Such systems are integral elements
of modern devices. The created mathematical model is based on the following hypothe-
sis: the system is a multi-layer structure; the materials are isotropic. To solve the problem 
we used the finite difference method with approximation 0 (h2), 0 (h4) and Bubnov-
Galerkin method in higher approximations of spatial coordinates, as well as the Runge-
Kutta 0 (h4), 0 (h6), 0 (h8) time. In solving problems associated with random variations, it
is necessary to solve the challenge of an error, so you need to use different numerical
methods to validate the results in order to distinguish the chaos of the numerical error. 
For the analysis of chaotic dynamics we have applied all methods of qualitative analysis.
We have investigated the spatiotemporal chaos based on wavelet analysis. We have
studied the effect of white noise in the contact interaction of elements of the multilayer 
structure. Also, the analysis of the complex vibrations of plates and beams in different
intensities depending on the type of noise and load has been made. It was found that by
using an external additive white noise, it became possible to control chaotic oscillations 
and transfer the system from a chaotic state to a harmonious one and enable or disable
the contact interaction. 
 

© PNRPU

Keywords: 
MEMS, contact interaction,  
nonlinear dynamics of beams  
and plates, phase transitions  
induced by white noise,  
wavelet analysis 
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'
��������� �
	�������# !���
�
	 � ��#���� !������	���� �
�
� ��
���� ��
�
-

��
���� !����� �
 ���
� � !������ � ������ 
�

���� ����� *���������. :���� �
���-
������ !
�	�������� ���
�� 	 *�����������# ���
	��#, 	�
	����# ����������
	����� 
	������ 	

�����	��� ��
����
� !���
�� � ���������� "����������� 	 �	
���	�#  

������)�� �����, ��
, 	 �	
� 
������, 	�
�	��� !������
��� �����
	 �����������# 
������ [1]. /�
�#
���
 �����	��� �
������
� 	
���
�����	�� ��
�	, ��
 !��	
��� 
� �
��������	�
� ��������
��� [2]. /������ 
�

�� ����� *��������� (!��������-�����, 
!��������-!��������, �����-�����, 
�
�
���-����� � ������ �
�������), � ����� �����-
����
��� �
�
�
	����� !���
�� ��� !�� ����# !�
����#, �
�
������# � 
�

�
� ����� 
*���������, �
��� !��	���� �
������� 
�Q��� 	 �
��
���� #�
�������# �
������� [3–4]. 
�
*�
�� 	���
 �
������ 	������ �!��	���)�# !�������
	, ��
�����# ��!
	 	������ 
�����
�� �� "�����
���
	���� �������. :���� ������� ���
�
 !���������� 	 ��
���-
��# !���
��# *�����
��
� ��#����, 	 �����
��� 	 ���
��
!�# (��
����� !�
���� ����
-
��#��������� �������
����� (��7), 
!������# 	 ������# [5–6], 
����
 	 *��# ���
��# 
�� �
������� �
������
� 	
���
�����	�� ��
�	. ��� �
�����
	���� !
	������ �
������-
��� �
	������
� ��#���� 	����� 	
!�
�
� �	������ ��! #�������� #�
������
�
 �
-
��
����. $
������ ���
�
 �	����� 	

�
��
 � !

���� �����
� 	���
 ��
�

���
�� 
��-
�
	 !
��
������ I�!��
	� [7–9], �����
� ����� � 	��	���-�����
� [10]. (����� 	
!�
-
�
� �	������ !�
����� �!��	����� #�
�
� � ��
����� ����������� �
���������, 
�
�
��� !��	
��� � ��
������ !
�����
���� 	 ���
�� ������
	 �
����������# !���
-
�
	. :���� !
�����
��� �
��
 ������
	���, �����	�� �������������� �
���� ���
�
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����. ��
����� !
	������ �
��
��� !���
�
	 � !�
��
��� �
��������� �
	������
� 
��#���� �	������ ��������
�. :���� 
����� �
��� ���� ������ 
� ���� !��������� �
	�# 
��#�������# �������, ��!
��

	���� �
	�# ��#�
�
���, �

����� �
	�# �������������# 
�
�����, 
!���	��)�# ���������� �������� ���!���������# ������. ( ����
�)�� 
	���� ��� 
� �����
�, ��� � 	 �
�������# ������# ��
��# !
	������ ������� 
� *""�����, �	�
����� � 	

�����	��� 	�����# ���
	 �� !
	������ �����������# ���-
���. ( ����# 
������#, ��� "�
���, #����, ��
�
���, ��� !
��
��
, ��
 ��������� 	

���-
��	�� ������ 	����� ��)���	����� �
�� 	 !
	������ �����������# ������ [11–12]. 
(������ ���� �!
�
��� !��	
���� �� �
���
 � "���������� 	 #�������������# ����-
�������# ������, �
 � 	�
�	��� ������	����� !������
��� �# �����
	 [13–15]. ( ���
�� 
[16] �� !������ 
�������
�� 7��)���
-7���#
	� !
��
��
, ��
 	

�����	�� ���
	
�
 
������� !��	
��� � ��	��� ��"������� ��	
���� 	 ��
�
�� �
��� �!��	���)��
 !���-
�����. ( ������ [17] !
��
��
, ��
 �����
���	�� !
 I�!��
	� ����������
	����� !���-
����������� ������� �
��� ���� �������
��
	��� !���� ���
����� �� !�������������� 
�����
�� �������
�
 ����. ( ���
�� [18] �
�������� ��
������� 
!���
�
 �
������ ��-
�
��
-�����
� ������� !�� 	

��)����# ��!� �����
	� ����. �
��
��
, ��
 !�� ����� 
����
����# "
�� �
������� ������� ��������
� �
���� �����
 
��������� 
� ������� 
�������
� �
���� � 
��
� ���!���� �	
�
��. ( ������ [19] !
��
��
, ��
 ���� �
������	� 
���!���� �	
�
�� ��)���	���
 	����� �� �
��
	���
��� !
�������# ��
������
	. ( ��-
�
�� [20] 	�!
����� ������� �
������� � �������� 
	��� !
����!�����# !������, !
-
�����# ���!"����)�� ��
�� !�� �����	�� ����
������
� �����
�� � �����
�� ��!� 
���
�
 ����. ������� !
�����
 !���� ��
�
����� !
 �
���	����� "
���� �
�������. 
( ���
�� A.$. &����
	� [21] �����
����� �������
	����� ���
� !���#
�� 	 
��
���-
��# �������#, 	 ��
������� �
�
��# �# �����
������ "������ ���!��������� !�����!�-
	��� ������	����� �
������� � �
�������� �������	�
��� ����. ( ������ �
��� "���-
������ �
���������� �����
	���� ����� ���
�, ��
�#
����� ���
	��� ��)���	
	�-
��� ����# !���#
�
	 �	������ ������!������	�
��� ����. ( ������ [22] !����
���� 
��
���������� ����������� �
���� ��	�
	���� ��!�� ����
��� �� ���
#
	��
� !�
��
� 
!
	��#�
���. �
	��#�
��� 
!���	����� �������
� �����
����
� "������� ��!� ���
�
 
���� 	 
���������
� !
�
�� ����
�. (�!
����
 
�
�)���� �
���� �� ������ �����"� 
!
	��#�
��� 	 	��� ���
�� !�
�
	
����# ��������# "������. (����� � ��� ���
�, !
-
�	�)����# 	
!�
��� 	������
 	

�����	�� ����� �� ���������� �
������� ��
�
��
�-
��# !����
	 	 	��� ���
� � !������ ��� ������ � ��
����	
� ���!���� �	
�
��, 	 �
-
	����
� ��� ���������� �� �������. 

 
1. ?��"������ )���#� 

 
�
���
��� �������������� �
���� ��
���# �
������� ��
�
��
��
�
 !����� �
 !��-

����� � ���# ���
�, �� �
�
��� �����	��� 	������ �����
�� ��
��# ��!
	 (���. 1). (��#-
��� ��
� !������	���� �
�
� !��������, �
�
��� 
!���	����� ���	������ ��!� +�����-
I�������, � ������ ��
� – ���
� !����������# ���
�. '����� �
 ���
� 
!���	����� 
���	������ ?�����–G�������. '
������
� 	
���
�����	�� �����	����� !
 �
���� (���-
����. �������� � ����� �

��
!���, ����� ���� ������� ����� 
�

�, �
������� 
�� 
����
 ����	�� ���
	��. �������������� �
���� 
!���	����� ������
� ���	����� 
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K
K � � �


 
 � � 
 � � Y �K
�� �6

  (1.1) 

��� "������ � �1 1 2
1 1 sign ;
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  � �2 1 3

1 1 sign
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  � 

� �3 1 4
1 1 sign .
2 kw h w. /M � 
 � �4 5  

A

��
����� 1 1( ) ,i k iK w w h �� � Y  ��� i = 2; 3; 4 – �
��� �����, !������	���� �
�
� 
�
������
� ��	����� ����� ��
���. ( �
�������# 
�����# ��
��� !������ � ���
� *�
 
�

��
����� � ���� 	������
	� �	�
� ����� 
������� � �
�������� ��	������. 

4 4 4
4 2

2 4 4 2 2
1 2

x y x y�
� � �

� � 
 � 

� � � � �

; 1 1,i�Y �  ���� 1w ,i kw hE 
  – ���� �
����� ����� 

!������
� � ����
�, ����� 1 0i�Y � ; 1, iw w  – "������ !�
���
	 !������� � ���
� �

�	��-
��	���
; K – �
*""������ �����
��� �����	�������
�
 
������ ��������� 	 

�� �
�-
�����; kh  – 
�

� ����� ��
���. �
�	����� 

� ���!����� ���
	��
���
, !
��
���� �
�-
�����
� ��	����� ����� ��
��� ��	����
. %��
	�� �
������ ����� ��
��� �
��� 
�	�-
���� 
� �

������ � 	������� 	�� 	��� ���
	������
�
 
��
��
�
����
 �
������ [23]. 

A������ ���	����� (1.1) !��	����� � ��
��
����
�� 	��� ������)�� 
���

�: 

x ax� , y ay� ; 
4

2 2
(2 )E hq q
a b

� , 
2
ab

h Eg
`

# � , a
b

� � , ��� ,a b  – ��
���� !������� !
 x  � y

�

�	����	���
; t  – 	����; �  – �
*""������ 
���#����; w  – "������ !�
����; 2h  – �
�-
)��� !�������; 0,3? �  – �
*""������ �����
��; g – ���
����� ���� �������; E  – �
-
���� �!���
���; 1( , , )q x y t  – !
!������� �����
��, �����	��)�� �� !��������; ( , )iq x t  – 
!
!������� �����
��, �����	��)�� �� �����; ` – �������� 	�� ���������.  

/� ��
�
��
���� !���� �
��� �����	
	��� 	������ �����
�� ��
�����# ��!
	: !
-
!������� ��
 ����� � � ����
� ������	�
�
 ����.  

�
!������� �����
�� 	 
�)�� 	��� !������	���� �
�
� 	�������� 

 � � � � 0
1 0

2, , sin 1,
_ max 1p
randq x y t q t a

rand
� < 
 �



 (1.2) 

 0 0 2( , ) sin( ) 1
_ max 1i i p i
randq x t q t a

rand
� < 
 �



, ( 2,..., 4i � ). (1.3) 



�������
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7�����	��� ��� !������	���� �
�
� "
��� ����������
	���
�
 	#
��, !�� *�
� 

��� ��!
��
����� �
���
 	
 	������ �����
�� � 
������� "
����
� 0 2 1
_ max 1
randa

rand
�



, 

��� 0a  – *�
 �������	�
��� ���
	
�
 	

�����	��; "������ rand  – �������
� ��������# 
����� ���
�
�
� �������
� 	�������. 

&�� !�
��
�� 
�!��� ����
��� ��� ��
��
������� !���������� 	 ������� ���	����� 
(1.1) 
!�)���. 

 
���. 1. A#��� ��
�
��
��
� ��������� �
 !�������  

� ���# ���
� 

' ��#
���� ���	������ ������� !���
������� ��������� ���
	�� – �������
� 

!������ !
 �
����� � ����	�� ��������� ���
	��: 

 0; | 0;m m xw w		� �  !�� 0 ;1;x � " "  10; | 0;m yw w		� �  !�� 0;1,y �   (1.4) 

m = 1, 2, 3, 4 – ������, �

�	����	��)�� !������� � ������; 

 1 0 2 0 3 0 4 0( , ) | 0, ( ) | 0, ( ) | 0, ( ) | 0, | 0,t t t t m tw x y w x w x w x w� � � �� � � � ��  (1.5) 

m = 1, 2, 3, 4. 
' *��� ���
	��� ������� �
��	��� ���
	�� ��!�
����
	���� 
��
� ������� 	 ���
 

����
�. �
�������� ������� ���������# ��""�����������# ���	����� 	 ������# !�
-
�
	
���# (1.1) �	
����� � ������� 
����
	����# ��""�����������# ���	����� 	�
�
�
 
!
����� ���
�
� ��*�
–6�������� [24]. ������� 1w  � iw ( 2,.., 4),i �  �	���)���� ����-
����� ������� (1.1), !���������
 �!!�
��������� 	��������� 	 	��� !�
�
	������ 
"������, 
�	���)�# 
� 	������ � 
� �

������: 

1
1 1 1

( ) ( , ), ( ) ( ),
N N N

k k
kj kj i i i

k j k
w A t x y w A t x

� � �

� � "" � ��� �   ( 2,.., 4i � ), 6N � . 

������� ( , )kj x y�  � ( )k
i x� 	������� ����� 
���

�, ��
�� 
�� ���� ������
 ��
�-

	�����, ��!����	�� 	����� �
 �	
��� �������� !�
�
	
����� �
 ���	���
�
 !
����� 
	����������
, ��
	���	
���� ��������� � ��������� ���
	���. A *�
� ����� !
�
��� 

( , ) sin( )sin( ),kj x y k x j y� � � �  ( ) sin( ),k
i x k x� � �  ( 2,.., 4).i �  
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'
*""������� ( )  �   ( )k
kj iA t A t  �	������ ���
���� "�������� 	������. �
��� !��-

������� ���
�� ��*�
–6�������� !
������ ������� 	�
�
�
 !
����� 
��
�������
 
"������ 	������. '
������	
 ���	����� 	 ������� 
�	���� 
� �
������	� ���
�. A����-
�� ���	����� 	�
�
�
 !
����� �	
��� � ������� !��	
�
 !
����� � !
�
)�� ���
�� 
�-
���� !�������
�. >����� '
�� ��� ��������
� ������� ���	����� !��	
�
 !
����� ��-
������ ���
���� ��!� �����–'���� !
 	������
� �

�������. 

��� ������� 
����, �	�
����# � #�
��������� �
���������, 	����� 	
!�
� 
 !
-
�����
���, !
*�
�� ��
�#
���
 !��������� ��
��# ��������# ���
�
	 ��� !
��	��-
������ �
��
	���
��� ��
������
	. A *�
� ����� !
�������� ��""������������ ���	-
����� �	
������ � 
����� '
�� ���
�
� �
�����# ��
�
���� � �!!�
��������� 0(h2) 
� 0(h4) � ���
�
� ��*�
–6�������� 	 	����# !����������#, ������
	����� �#
���
��� 
���
�� !�� ��
�
� ����� ����
	 ���� 1,...,6,N �  !�� *�
� �
��
��� ������	��	����� !
 
!��	��� �����. �
�������� 
����
	����� ��""������������ ���	����� �������� ��-
�
���� ��!� �����–'���� 4, 6, 8-�
 !
����� �
��
��� !
 	������
� �

�������, ��� !�
-
	���� ���	��������� �����
 ��
������
	 [1, 4]. :�� ��� ������� ���	����� ����������, 
�
 ������ �� ������������� !���� �� !������	������ 	

�
����. 

/� 
��
	���� ����
�
 ���
����� �

��� !�
�������� �
�!����, !

	
���)�� �����-
�
	��� ��
�
��
���� !���� �
 !������� � ���# ���
�, �
�
��� 
!���	����� ������
� 
���	����� (1.1). 7����
 !
�������# ��
������
	 
��)���	������ � !
�
)�� ���
�
	 ��-
������
� �������� � ������	���
� ��
��� ��""�����������# ���	�����: ���
���� ��� 
����
�
 ��
� !����� �������, "�

	�� !
������, ������� ��������, �����-�!�����, !��-
�������� 	��	���-!��
���

	���� � �����
 
���
	 !
��
������ I�!��
	�. $�!
��
����� 
��
������ 	��	����: �
���, «������������ ���!�», 6����� 
� 1-�
 �
 8-�
 !
����� 	���-
�������
. (��	��� 6����� 8-�
 !
����� � 	��	��� �
��� ���� ���
��� ��
�������, ��� �� 
����� !���!
������ 
����� 	��	���� �
���, ��� ��� 
� 
������� ��������� �!
�
��
���� 
�
����

	��� ����
�� 	
 	������, �
 ���� �	������ ����
��� ��"
�����	��� [25–26]. 

 
2. <������+( ]��&�!�$��" 

 
$
���� ��
���� �
������� ��
�
��
��
�
 !�����, �
�
��� �
��
�� �
 !������� � 

���# !����������# ���
�, ���!
�
�����# �� ������������
� �����
���� 
� ������ !��-
����� ( 0,2,y �  0,4y �  � 0,7),y �  
�

� ����� !������
� � ����
� �
 ���
� 0,01.kh �  
$�������� �
������
� 	
���
�����	�� 	 
�	����
��� 
� ���# ��!
	 �����
��: 

1) �
���
 �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� ��-
���
�� 1 0( , , ) sin( ),pq x y t q t� <  ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�, �
 ���� ( , ) 0;iq x t �  

2) �
���
 �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� ��-

���
�� � ���
	
� �
���	���)�� 0
1 0

2( , , ) sin( ) 1,
_ max 1p
randq x y t q t a

rand
� < 
 �



 ����� ��#
-

����� 	 �
��
���� !
�
� ( ( , ) 0);iq x t �  
3) �� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!���������� !
!������� �����
�� 

1 0( , , ) sin( ),pq x y t q t� <  �� 	�� ��� ����� �����	��� ������	��� ����� ���, �
 ���� ��-

���
�� 
������� "
����
� 0 2( , ) 1.
_ max 1i i
randq x t a

rand
� �
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�����
���� !��	�� ��! �����
��. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!��-
�������� !
!������� �����
�� 1 0( , , ) sin( )pq x y t q t� <  � �������	�
���� 0 0,065q B  � ���-

�
�
� 	

�������� 5,p< �  ���
�
� � ����
�� �
���	����# �
������� !�������. ��� 
*�
� !������� �
	������ ����
�������� �
�������, � ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. 
��� ��!������ 	������
 	

�����	�� 0 0,065q �  !�
��#
��� �
����� !������� � ���
�, 
��
 !��	
��� � ��!�
�
���������� !
 	������ 
���#��)�� �
�������� ���
�. ��� 

0 0,07q �  !�
��#
��� ����� #�������� �
������� !������� � !��	
� �����: ������� !�-
����� 	 #�
�, 	

������ ���
���� !���
�� (���. 2, � (b1, b2)), 	 �
 	���� ��� 	�
��� � ���-
��� ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. /� ���. 2 !��	����� ���"��� �!����
	 �
)�
��� 
����� (b1, b2), 2D 	��	���-�!����
	 �
��� (���. 2, � (�1, �2)) ��� !������� � !��	
� ���-
�� �

�	����	���
, � ����� ���"�� �
	������# �
������� !������� � !��	
� ����� 
( 0, 2)y �  (���. 2, a), �!�
���� ����� �

�	����	��� !��������, !������ – �����. 

 

 
a 

b1 b2 c1 c2 
� � 

���. 2. '
������
� 	
���
�����	�� !������� � ���# �������������# ���
� !�� ��!������ ��-
���
�� 0 0,07q �  � 
�

�
� 0,01kh �  

A �	��������� ��!������ 	������ �����
�� !������� �
	������ #�
�������� �
��-
����� �� ���
���� !���
�� !

������
 � ����
� �
 ������# ���
�. ��� ��!������ ��-
���
�� 	 �����	��� 0 [0,074; 0,09]q F "  �
������� �
	������ ������ *������ �	�#��
��
�
 
���
��
-!���������
�
 !����� (!������� � 	�� ��� �����). 6��"��� 2D 	��	���-�!����
	 
�
��� !
��
�	���, ��
 	 ��
��� �����	��� 	������ �
������� 
��)���	������ �� ��
-
��# ����
��# (���. 3, � (b1–b4)) 	 
������ 
� �!����
	 �
)�
��� ����� (���. 3, 
 (a1–a4)), 
�
�
��� ���
�	��� �������
 ����
�� �
������� 
� 	��� !���
� 	������. ��
	������� 
�����
 !

	
���� ������� 	�	
� 
 ������� 

� !���������
��� � 
���# 	�����-
���/	��������� ����
�. &���� � �	��������� �����
�� ��
	� ���� �����
	���� �
����-
��� !�������� � 
��
� �
 ���# ���
�. $, ���
���, ������� � 	������� ��!������ �����
-
�� 0 0,31,q �  !������� 	
���
�����	��� 
��
	������
 � �	��� �������� ������� 
( 0,2,y �  0,7),y �  !�� *�
� #������� �
������� #�
��������. 
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a1 

 
a2 

 
a3 

 
a4 


 

 
b1 

 
b2 

 
b3 

 
b4 

� 
���. 3. '
������
� 	
���
�����	�� !������� � ���# �������������# ���
� !�� ��!������  

�����
�� 0 0,077q �  � 
�

�
� 0,01kh �  

�����
���� 	�
�
� ��! �����
��. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!����-
������ !
!������� �����
�� � ��!�����
� 0 0,07.q �  $
���� 	������ ������	�
�
 ����, 
�
��	����
�
 	
 	������ !
!������� �����
�� �� !�������, �� ��
���� �
������� ��
�
-
��
��
� ���������. >������� �������	�
��� ���� �
 �����	��� 0 6 3[1 10 ; 6,6 10 ]a � �F 
 "" 
  ��-
�
����
 �� 	����� �� #������� �
������� (���. 4 (a1, b1, c1, d1)). A������ !
-!������� 
���-
���� ����������
	���
�, !�
��#
��� 
�#	�� #�
�������# �
������� �� ���
���� !���
�� 
!������� � !��	
� ����� ( 0,2).y �  /� ���. 4 ��� ��
�
� �������	�
��� ���� !��	����� 
���"��� �!����
	 �
)�
��� ����� � 2D 	��	���-�!����
	 �
��� ��� !������� 

1(0,5; 0,5, )w t"  (a1–a4 � b1–b4), ��� !��	
� ����� 2 (0,5; )w t"  (�1–�4 � d1–d4), ��� 	�
�
� ����� 

3(0,5; )w t"  (e3–e4 � f3–f4) � ��� ������� ����� 4 (0,5; )w t"  (g3–g4 � h3–h4), �

�	����	���
. ��� 

�	�������� �������	�
��� ���
	
�
 	

�����	�� 0 36,7 10a �� 
  !�
�

��� !������
��� #�-
������� �
������� 	��� �������. '
������� !������� ����� ����
��������� �� ����
�� 
	

�������� 	������ �����
�� 5p< � , � ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. :���� 
���-



�, � !�������	��� ������	�
�
 ���� 0 36,7 10a �� 
  	
 	������ �����
�� �
������
� 	
��-
�
�����	�� �� !�
��#
��� (���. 4 (a2, b2)). ��� �������	�
��� ���� 0 3 2[6.7 10 ; 5 10 ]a � �F 
 " 
  
� ��!������ 	������
 !
!�����
�
 	

�����	�� 0 0,07q �  �
������� ������� ����
����-
����, "�

	�� !
����� !������	���� �
�
� �
���
. ��� �	�������� 
������� ���� �
 

0 26 10 ,a �� 
  !�� !�����# 
�������# 
�������# �!��	���)�# !�������
	, !�
��#
��� !���-
���
��� ������� � �� "�

	
� !
������ !������� !
�	������ ���
���� 
����. $
-
� �
!��-
�
��
	���� 	 ��
������� �
������
�
 	
���
�����	�� ��
�	 	

������ �
������� ���
� 
(���. 4 (c3, d3, e3, f3, g3, h3)). /� �!����� �
)�
��� ����� ��� !������� ����������� �
��-
��
���� ����
� 	
���� ����
��, �
�
��� !�
�

���� !�� ���������� �	�������� ���� 
(���. 4 (a3, b3)). ��� �������	�
��� ���� 0 27 10a �� 
 ������� �
	������ #�
�������� �
��-
����� �� ���
���� !���
��. ��� �	�������� ���� �
 
������� 0 11 10a �� 
  ��
�
��
���� 
��������� �
	������ ��
���� #�
�������� �
������� �� ���
���� !���
��. /� ��
��# ��-
���	���# 	������ !������� 	
���
�����	��� !

������
 � ����
� �
 ���
�. '
������
� 
	
���
�����	�� !������� �
 	�
�
� ( 0, 4)y �  � ������� ( 0,7)y �  ����
� !�
��#
��� �
���
 
�� �
�
��
� !�
������� 	������ (���. 4 (a4, b4, c4, d4, e4, f4, g4, h4)). 
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0 36,6 10a �� 
  0 36,7 10a �� 
  0 26 10a �� 
  0 11 10a �� 
  

 
a1 

 
a2 

 
a3 

 
a4 

 
b1 

 
b2 

 
b3 

 
b4 

 
c1 

 
d1 

	 !
�
� 

 
c3 

 
d3 

 
c4 

 
d4 

	 !
�
� 	 !
�
� 

 
e3 

 
f3 

 
e4 

 
f4 

	 !
�
� 	 !
�
� 

 
g3 

 
h3 

 
g4 

 
h4 

���. 4. $�����
	���� 	������ ���
�
 ���� �� 
��
	� �����- � 	��	���-�����
� ��� �
������� 
��
�
��
��
�
 !����� 
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�����
���� ������ ��! �����
��. /� 	��#��� !������� �����	��� 	������ ���!��-
�������� !
!������� �����
�� � ��!�����
� 0 0,07q �  � ����
�
� 	

�������� 5.p< �  
$
���� �
������
� 	
���
�����	�� !
� 	������� ������	�
�
 ����, �����	��)��
 �� 

	�� ��� �����, �
 ���� �����
�� �� ����� 
������� "
����
� 0 2( , ) 1.
_ max 1i i
randq x t a

rand
� �



 

��� 
������	�� 	������
 ���
�
 ���� ( 0 0ia � ) !�
��#
��� �
����� !������� � !��-
	
� ����� ( 0,2),y �  �
������� !������� � ����� �
	�������� �� ���
���� !���
��, 	 �
 
	���� ��� 	�
��� ( 0, 4)y �  � ������ ( 0,7)y �  ����� ��#
����� 	 �
��
���� !
�
�. %	���-
��	�� �������	�
��� ������	�
�
 ���� �
 0 0,001,ia �  ��������� !������
��� �������. 
(�
��� � ������ ����� �
	������ #�
�������� �
������� � ���
� ��!�����
� !
 ���	��-
��� � 
�

�
� ����� ������� � !������
�, "�

	�� !
������ !������	���� �
�
� 
�!�
��
� !���
, �!����� �
)�
��� ����� � 	��	���-�!����� �	���������	��� 
 ����
-
�
� #�
��. '
������
� 	
���
�����	�� !�
��#
��� ����� !������
� � !��	
� ����
� �� 
���
���� !���
�� (���. 5 (b1, b2)), �
 !�� *�
� !
�	������ !���������
��� ����
� � *��# 
*������
	 (���. 5 (c1, c2)). /� ���. 5 !��	����� ���"��� ������� (a1, a2), �!����� �
)�
-
��� ����� (b1, b2) � 2D 	��	���-�!����
	 �
��� (c1, c2) ��� !������� � !��	
� ����� �
-

�	����	���
. 

 

 
a1 b1 

 
c1 

 
a2 

 
b2 

 
c2 

���. 5. '
������
� 	
���
�����	�� !������� 1(0,5; 0,5, )w t"  � !��	
� ����� 2 (0,5; )w t"  !�� ���
� 

���� 0 0,001ia �  

��� �������	�
��� ���� 0 [0, 002;0,029]ia �  	 �
������
� 	
���
�����	�� 	���!��� 
!������� � ������ ����� �� ���
���� !���
��, !��	�� � 	�
��� ����� �
	������ #�
����-
���� �
�������, �
 ������� � !�������
� ���. ��� *�
� ��� 0 0,002ia �  �!���� �
)�
��� 
����� ��� !������� 
��������, !�
��#
��� ���#�
��
���� !������� � ������� ����� 
� ���
������ �
���	���)��� ����. '
������� �
	�������� �� ���
���� !���
��, 
�-



�������
 ^.�., �
\���� �.*., ����#�� �.�., ������
 	.�. / �����
� �����. ���
�
�
 4 (2015) 259–272 

 269

���
 � !������� �
�������� ����
�� 5p< � , � � ����� – / 3 1,6p< �  � 2 / 3 3,3.p< �  &���� 

!�� 	������� ���
�
 ���� 0 0,03ia �  !�������� �
	������ ����
�������� �
�������, 
� 
���� �
�
, ��
 �
������ �� � 
��
� �
 ���
� ���, #
�� 
�� ��#
����� 	 �
��
���� ����
�
-
�
 #�
��. ��� �	�������� �������	�
��� ���� �
 0 0, 031ia �  !������� ��
	� �������� 
������� ����� � ���
����� !���
�� ����
�, �
 ���� !�
��#
��� ���#�
��
���� *��# �	�# 
*������
	 ���
��
-!���������
� ��������� (���. 6). 

 

 
a1 b1 c1 

 
a2 b2 

 
c2 

���. 6. '
������
� 	
���
�����	�� !������� 1(0,5; 0,5, )w t"  � ������� ����� 4 (0,5; )w t"   

!�� ���
� ���� 0 0,031ia �  

Q���^#���� 
 
( ���
�� !������	���� �������������� �
���� �
������
�
 	
���
�����	�� !�����-

��, !
����!����
� ������� �����
���, � 
�

����, !�� �����	�� ���
�
 ����. ( #
�� 
������
	���� �
���� #������� ��
���# �
������� ��
�
��
��
�
 !����� 	 
�	����
��� 

� ���# ��!
	 ���������� � ����
� ���
�
 ����. :���� 
���

�, ��� �
���
 !�
��#
��� 
�
!���
��
	���� *������
	, ��
�	����
 
� ������� ���
�
 ����, �
������� ����
	���� 
#�
��������� �� ������
 
�	�����# ����
��# 5,p< �  / 3 1,6p< �  � 2 / 3 3,3.p< �  

��������	�� 	������
 ������	�
�
 ���
�
 ���� �
��� 	����� �� #������� �
����-
��� (�� !�������	�� ��� 
������	�� �
������
�
 	
���
�����	�� *������
	 ��
�
��
�-
�
�
 !�����). �������	�� �
������
�
 	
���
�����	�� !��	
��� � �
��, ��
 ������� �
-
	������ ����
�������� �
�������. 

 
�������" 1 ������ 	�!
���� 	 A����
	��
� �
�������	���
� ��#������
� ���	����-

���� ��. @.7. 6�������, !������" 2 – 	 /����
-������
	�������
� ��������� ��#����� 
/����
�
���
�
 �
�������	���
�
 ���	�������� ��. /.$. I
����	��
�
 
� ���� ������ 
�
������
�
 �����
�
 "
��� (!�
��� J15-19-10039). 



Yakovleva T.V., Bazhenov V.G., Krysko V.A., Krylova 	.Yu. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 259–272 

 270 

��-���/!�0�#����( �&���� 
 
1. Chaotic nonlinear dynamics of cantilever beams under the action of signs-variables loads / 

A.V. Krysko [et al.] // PAMM. Special Issue: 82nd Annual Meeting of the International Association of 
Applied Mathematics and Mechanics (GAMM). – Graz, 2011. – Vol. 11. – Iss. I. – P. 327–328. 

2. Nonlinear dynamics and chaotic synchronization of contact interactions of multi-layer beams / 
J. Awrejcewicz, M.V. Zhigalov, I.V. Papkova, A.V. Krysko // Dynamical Systems – Theory / Eds. 
J. Awrejcewicz, M. Ka¸mierczak, P. Olejnik, J. Mrozowski. – TU of Lodz Press, 2013. – P. 283–292.  

3. ��

	�� #�
�������� ���#�
��
���� ��
�
��
���# ���
���# �������� / (.7. '�����
 
[� ��.] // ���������� ��#����� � ��#�������� "�
���. – 2012. – J 3. – A. 166–175. 

4. Chaotic synchronization of vibrations of a coupled mechanical system consisting of a plate and 
beams / J. Awrejcewicz [et al.] // Latin American Journal of Solids and Structures. – 2013. – Vol. 10. – 
P. 161–172. 

5. $����#������� ��!�
	�� �
���� ���!���"
�����
� ����������
� ��	�����
��
� �����-
�� �� 	
�
�
��
-
!�������# ���
��
!�# / (.?. &�����
	 [� ��.] // 6��
��
!�� � ��	������. – 
2013. – J 1 (80). – A. 49–63. 

6. &�����
	 (.?., �������
	 (.�., G������� �.7. �������������� �
���� ����
�!���
�
 
��!������
-��"
����
	���
�
 �
��
���� � !
�����
��� ��������
�
 �
*""������� 	
�
�
�-
�
-
!������
�
 ���
��
!�����
�
 ������� // ��
����� �����
���
���� � ������
��� �����. – 
2013. – J 2. – A. 43–52. 

7. Routes to chaos in continuous mechanical systems. Part 1: Mathematical models and solution 
methods / J. Awrejcewicz, A.V. Krysko, V.A. Krysko, I.V. Papkova // Chaos. Solitons & Fractals. Non-
linear Science and Nonequilibrium and Complex Phenomena. – 2012. – Vol. 45. – 22 �. 

8. &
����� (.(., ��!�
	� $.(., '�����
 (.7. ���
� I�!��
	���# !
��
������ ��� ������
-
	���� #�
�������# �
������� �
��������	�
 ���������# ���!���������# ������ [?�����
���� 
������] // I
�
�
�
	–2013: ��������� ��������. ����. "
����. – �.: �7'A�����, 2013. – URL: 
http://lomonosov-msu.ru/archive/Lomonosov_2013/2192/47410_3549.pdf. 

9. Yang Caixia, Wu Christine Qiong. A robust method on estimation of Lyapunov exponents from a 
noisy time series // Nonlinear Dyn. – 2011. – Vol. 64. – No. 3. – P. 279–292. 

10. Tarinejad R., Damadipour M. Modal identification of structures by a novel approach based on 
FDD-wavelet method // Journal of Sound and Vibration. – 2014. – Vol. 333. – No. 3. – P. 1024–1045. 

11. F
���#���� (., I�"�	� �. $������
	����� ���
� !���#
��: :�
��� � !��������� 
	 "�
���, #���� � ��
�
���: !��. � ����. – �.: ���, 1987. – 400 �. 

12. Stochastic minimax optimal time-delay state feedback control of uncertain quasi-integrable 
Hamiltonian systems / Feng Ju [et al.] // Acta mech. – 2011. – Vol. 222. – No. 3–4. – P. 309–319. 

13. Vibration based damage detection of a beam-type structure using noise suppression method / 
U. Baneen [et al.] // J. Sound and Vibr. – 2012. – Vol. 331. – No. 8. – P. 1777–1788. 

14. Stationary response of Duffing oscillator with hardening stiffness and fractional derivative / 
Chen Lincong [et al.] // Int. J. Non-Linear Mech. – 2013. – Vol. 48. – P. 44–50. 

15. (����
	� /.$., �����
	 ?./ ����	������� �������
" // /��

����������� �	����� � 
!�
�����: �� ��
��� ��!�
	
�
 	
��	� � ���������
� ����
��������: ��������� ��������. 
�
�"., !
�	�)���
� 80-����� ��������� 7.6. ������
	�. D���
�
�
	��, �
��. 
��., 27–30 �
��. 
2011. – �., 2011. – A. 131. 

16. A��!��	 7.(., (���	��
	� :.H. G�"������� ��	
���� !���
�� � *""���� ���
	
�
 	

-
�����	�� 	 ��������������
� �	�
�
���������
� ����� // ���������� ���������� ��������. – 
2011. – :. 19, J 4. – A. 53–67. 

17. �
��!
	 (.&. �� ���
���	
��� ��
#���������# 	�
�
�!����# ������ // ��
����� ����-
�
���
���� � ������
��� �����. – 2009. – J 6. – A. 85–90. 

18. Non-linear dynamics of a stochastically excited beam system with impact / N. van de Wouw, 
A. de Kraker, D.H. van Campen, H. Nijmeijer // Int. J. Non-Linear Mech. – 2003. – Vol. 38. – No. 5. – 
P. 767–779. 



�������
 ^.�., �
\���� �.*., ����#�� �.�., ������
 	.�. / �����
� �����. ���
�
�
 4 (2015) 259–272 

 271

19. Awrejcewicz J., Krylova E.Y., Krysko V.A. Regular and chaotic dynamics of flexible plates // 
Proceedings of the International Conference on Structural Engineering Dynamics (ICEDyn 2013). – Por-
tugal: Sesimbra, 2013. – 10 p. 

20. ������ �
������� � �������� 
	��� �
�����# !
����!�����# !������, !
�����# 
���!"����)�� ��
�� / Yao Xiongliang [et al.] // J. Huazhong Univ. Sci. and Technol. Natur. Sci. – 
2012. – Vol. 40. – No. 7. – P. 119–123. 

21. &����
	 A.$., G
����� H.7. /
	�� ����� �����������# ���
� !���#
�
	 // �¹
���, 
������
�¹��, ������
��#�¹��: �����¹��� �� !�
������ ����
	
-��#�¹��
º �
�"�����¹º, �. A���, 21-
26 2014 �. �	¹��� / 	¹�!. 
� 	�!. A.¼. ��
����
. – A���, 2014. – A. 52. 

22. Nikos S., Grigorios P., Kalliadasis S. Contact lines over random topographical substrates // 
J. Fluid Mech. – 2011. – Vol. 672. – P. 358–383. 

23. '���
� G.�. '
�������� 
����� ��������
� ��
��� 
�
�
��� 	��)����. – '��	: /���. 
�����, 1990. – C. 100. 

24. Faedo S. Un nuovo metodo per lanalisi esistenziale e quantitative dei problem di propogazione // 
Ann. Scuola Norm, sur. – Pisa, 1949. – P. 1–40. 

25. '�����
 7.(., +����
	 �.(. �������������� �
���� � ���
�� ������
	���� ��
���# 
�
������� �������������# ���!���������# ��#��������# ������. – A����
	: $
�-	
 A����. �
�. 
��#�. ��-��, 2008. – A. 301. 

26. Grossman A., Morlet S. Decomposition of Hardy functions into square separable wavelets of 
constant shape // SIAM J. Math. Anal. – 1984. – Vol. 15. – No. 4 – P. 723. 

 
References 

 
1. Krysko A.V. [et al.] Chaotic nonlinear dynamics of cantilever beams under the action of signs-

variables loads. PAMM. Special Issue: 82nd Annual Meeting of the International Association of Applied 
Mathematics and Mechanics (GAMM). Graz, 2011, vol. 11, iss. I, pp. 327-328. 

2. Awrejcewicz J., Zhigalov M.V., Krysko V.A., Nackenhorst U., Papkova I.V., Krysko A.V. Non-
linear dynamics and chaotic synchronization of contact interactions of multi-layer beams. Dynamical 
Systems – Theory. Eds. J. Awrejcewicz, M. Ka¸mierczak, P. Olejnik, J. Mrozowski. TU of Lodz Press, 
2013, pp. 283-292. 

3. Krys'ko V.A. [et al.] Fazovaia khaoticheskaia sinkhronizatsiia mnogosloinykh balochnykh 
struktur [Phase synchronization of chaotic laminated beam structures]. Prikladnaia mekhanika i 
tekhnicheskaia fizika, 2012, no. 3, pp. 166-175. 

4. Awrejcewicz J. [et al.] Chaotic synchronization of vibrations of a coupled mechanical system 
consisting of a plate and beams. Latin American Journal of Solids and Structures, 2013, vol. 10, pp. 161-
172. 

5. Dzhashitov V.E. [et al.] Ierarkhicheskie teplovye modeli besplatformennoi inertsial'noi navigatsi-
onnoi sistemy na volokonno-opticheskikh giroskopakh [Hierarchical thermal models strapdown inertial 
navigation system based on fiber-optic gyros]. Giroskopiia i navigatsiia, 2013, no. 1 (80), pp. 49-63. 

6. Dzhashitov V.E., Pankratov V.M., Barulina M.A Matematicheskie modeli termouprugogo 
napriazhenno-deformirovannogo sostoianiia i pogreshnosti masshtabnogo koeffitsienta volokonno-
opticheskogo giroskopicheskogo datchika [Mathematical models of thermal stress-strain state and the 
scale factor error of the fiber optic gyro sensor]. Problemy mashinostroeniia i nadezhnosti mashin, 2013, 
no. 2, pp. 43-52. 

7. Awrejcewicz J., Krysko A.V., Krysko V.A., Papkova I.V. Routes to chaos in continuous mechan-
ical systems. Part 1: Mathematical models and solution methods. Chaos. Solitons & Fractals. Nonlinear 
Science, and Nonequilibrium and Complex Phenomena, 2012, vol. 45, 22 p.  

8. Dobriian V.V., Papkova I.V., Krys'ko V.A. Metod Liapunovskikh pokazatelei dlia issledovaniia 
khaoticheskikh kolebanii konstruktivnonelineinykh raspredelennykh system [Method of Lyapunov expo-



Yakovleva T.V., Bazhenov V.G., Krysko V.A., Krylova 	.Yu. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 259–272 

 272 

nents for the study of chaotic oscillations structurally nonlinear distributed systems]. Materialy 
mezhdunarodnogo nauchnogo foruma “Lomonosov–2013”. Moscow: MAKS Press, 2013, available at: 
http://lomonosov-msu.ru/archive/Lomonosov_2013/2192/47410_3549.pdf. 

9. Yang Caixia, Wu Christine Qiong A robust method on estimation of Lyapunov exponents from a 
noisy time series. Nonlinear Dyn., 2011, vol. 64, no. 3, pp. 279-292. 

10. Tarinejad R., Damadipour M. Modal identification of structures by a novel approach based on 
FDD-wavelet method. Journal of Sound and Vibration, 2014, vol. 333, no. 3, pp. 1024-1045. 

11. Horsthemke W., Lefever R. Noise-Induced Transitions. Berlin, New York: Springer-Verlag, 
1984. 

12. Feng Ju [et al.] Stochastic minimax optimal time-delay state feedback control of uncertain qua-
si-integrable Hamiltonian systems. Acta mech., 2011, vol. 222, no. 3-4, pp. 309-319. 

13. Baneen U. [et al.] Vibration based damage detection of a beam-type structure using noise sup-
pression method. J. Sound and Vibr., 2012, vol. 331, no. 8, pp. 1777-1788. 

14. Chen Lincong [et al.] Stationary response of Duffing oscillator with hardening stiffness and 
fractional derivative. Int. J. Non-Linear Mech., 2013, vol. 48, pp. 44-50. 

15. Vaganova N.I., Rumanov E.N. Predvestniki katastrof [Harbingers of disaster]. Materialy 
mezhdunarodnoi konferentsii “Neizotermicheskie iavleniia i protsessy: Ot teorii teplovogo vzryva 
k strukturnoi makrokinetike”. Chernogolovka, 2011. 131 p. 

16. Slepnev A.V., Vadivasova T.E. Bifurkatsii udvoeniia perioda i effekty shumovogo vozdeistviia 
v mul'tistabil'noi avtokolebatel'noi srede [Period-doubling bifurcations and the effects of noise exposure 
in the multi stable self-oscillating environment. Applied Nonlinear Dynamics]. Prikladnaia nelineinaia 
dinamika, 2011, vol. 19, no. 4, pp. 53-67. 

17. Potapov V.D. Ob ustoichivosti stokhasticheskikh viazkouprugikh system [On the stability of sto-
chastic systems viscoelastic]. Problemy mashinostroeniia i nadezhnosti mashin, 2009, no. 6, pp. 85-90. 

18. Wouw N. van de, Kraker A. de, Campen D.H. van, Nijmeijer H. Non-linear dynamics of a sto-
chastically excited beam system with impact. Int. J. Non-Linear Mech., 2003, vol. 38, no. 5, pp. 767-779. 

19. Awrejcewicz J., Krylova E.Y., Krysko V.A. Regular and chaotic dynamics of flexible plates. 
Proceedings of the International Conference on Structural Engineering Dynamics (ICEDyn 2013). Por-
tugal: Sesimbra, 2013. 10 p. 

20. Yao Xiongliang [et al.] Raschet kolebanii i radiatsii zvuka konechnykh podkreplennykh plastin, 
pokrytykh dempfiruiushchim sloem [Calculation of vibrations and sound radiation supported by end 
plates coated with a layer of damping]. J. Huazhong Univ. Sci. and Technol. Natur. Sci., 2012, vol. 40, 
no. 7, pp. 119-123. 

21. Denisov S.I., Bondar' E.A. Novyi klass indutsiruemykh shumom perekhodov [A new class of 
noise-induced transitions]. Mater�ali ta programma naukovo-tekhn�chno� konferents�� “F�zika, 
elektron�ka, elektrotekhn�ka”. Sumi, 2014, p. 52. 

22. Nikos S., Grigorios P., Kalliadasis S. Contact lines over random topographical substrates. 
J. Fluid Mech., 2011, vol. 672, pp. 358-383. 

23. Kantor B.Ia. Kontaktnye zadachi nelineinoi teorii obolochek vrashcheniia [Contact problems of 
the nonlinear theory of shells of revolution]. Kiev: Naukova dumka, 1990. 100 p. 

24. Faedo S. Un nuovo metodo per lanalisi esistenziale e quantitative dei problem di propogazione. 
Ann. Scuola Norm. sur. Pisa, 1949, pp. 1-40. 

25. Krysko A.V., Ghigalov M.V. Matematicheskie modeli i metody issledovaniia slozhnykh 
kolebanii neklassicheskikh raspredelennykh mekhanicheskikh system [Mathematical models and meth-
ods of complex mechanical vibrations of non-classical distributed systems]. Saratovskii gosudarstvennyi 
tekhnicheskii universitet, 2008, p. 301. 

26. Grossman A., Morlet S. Decomposition of Hardy functions into square separable wavelets of 
constant shape. SIAM J. Math. Anal., 1984, vol. 15, no. 4, p. 723. 

 


