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 *����������� ��#������� ������
����� �
	�������� �
��	���� �������� ���-
�
��� �������������� 
	
�
���, �
���
���� ��"
���
��> ��������> 
���
��� 
� ��"
������� �# ������
�����
-����������� ��������
�. A��"�������
-
#�������� !���������� ��
����� ���������, �
��
����
 �# ����� 
����� ����
���
� �"���� ������, �#����>��� "
 �
����� 
	
�
��� �
�����
 ���"���
�� #��
��.
@��"��������� ���"������� "
 ��������
� �

������� 
"���������� �# ������� 
���#�������
�
 
��
����
�
 ��������� ��"�
"�
�
��
���. ; �������� ����������-
��
� �
������
��� #����� �������� 
	
�
��� ��"
��#����� ������������ ��
���

	
�
��� � "�����" �
#�

��� "����������. *
������� 
���
��� 
"��������� 
� ������ "
���������
� ��
���. �

��������>��� �
��
�
� ��������� �
������

� ���
���� ��"�
������
��� � ���������� ���
����� "��
	��#�>��� � �������
��������� � ��"
��#
������ ���
�� %�	�
��–\��������. ; ��#������� ������� 
#�����, 
�����������
� � "
�
��> "
�������������
�
 �������� ���
�� �
������
!������
�, ��
����� � ���������> �
�"������� �
	�������� #������� ���#���
�
������� ���������. �
��
����
��� ��#������
�, "
�������� � ������ ��#��	
���-
�
�
 ���
�����, 
������ "���� ��������� � �#�������� �������
-�������������� 
���������. ��� ����
��� �������������� 
	
�
��� � ��#������� ���������� ���-
������ ���
��� "�
���
������
���� #������
��� ����������� ����
� �
��	����

� ���"�������
� �����#�� "�� ��#��� �
����������� ������
�����
-���������
�
 
���������. �"�������� ����������� #������� ���"������ "�� ��#��� ���
����
������� � ��
����������� ��#�����. *�
�����#��
���
 ��#�����, 
��#�����
� ��-
����
� �� ������������ ��
����� "����� 
	
�
��� � 
	
�
���, �#���
�������>���
� 
���
���>. *
��#��
, ��
 ������� 
���
��� ������ 
	
�
��� "�
������ ���	
��� 
����������
� ������� �� �
��	�������� �������������� �������� �
��
���
 #����-
"������ 
	
�
���. 
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 The paper presents the results of studying the natural vibrations of heated cylindrical
circular FGM shells containing a quiescent ideal liquid. The temperature dependent effec-
tive properties of the material representing a mixture of zirconium oxide and titanium alloy
vary through the thickness of the shell according to the power law. The distribution of
temperature along the radial coordinate is determined by solving a quasi-linear one-
dimensional heat conduction equation. A mathematical formulation of the problem is
based on the classical theory of shells and the principle of virtual displacements. The
behavior of the liquid is described in the framework of the potential theory. The corre-
sponding wave equation together with the impermeability condition and boundary condi-
tions are transformed into a system of equations using the Bubnov-Galerkin method. As 
a result, the solution of the problem, which is sought with the use of semi-analytical ver-
sion of the finite element method, reduces to calculations of complex eigenvalues of the
coupled system of equations. The reliability of the results, obtained by application of the
developed algorithm, is verified through a comparison with the known numerical-
analytical solutions. The data obtained for circular cylindrical shells with different bounda-
ry conditions have revealed the dependence of the minimal vibration frequency on tem-
perature at different volume fractions of FGM. The critical values of temperature have 
been determined for different heating regimes and geometrical dimensions. The differ-
ence between the dynamic properties of empty and liquid-containing shells caused by 
heating has been analyzed. It has been shown that in the case of cantilevered shells the 
presence of liquid inside the shell exerts the most notable effect on the vibrational behav-
ior of the system. 
 

© PNRPU

Keywords: 
cylindrical shell, functionally  
graded material, thermal loading, 
potential fluid, finite element  
method, natural vibrations 

 

 
�������� 

 
��� 	��� ��
�

���
�� �������
-������������# � ��������# ���
�, !
�	�)����# 

������
	���� �
���������, 	�!
������# �
 "�����
�����
-����������# (�6) �������-
�
	 [1], �
���
 	 ��
���������
� ����� ������ 
������	����� 	
!�
�� �# 	
���
�����	�� 
� ��


���
�
� [2–6], � ����� ��!
�	���
� [7–10] ��� ����)�� [11–13] ����
� ����
�. 
:��
� 
����������� �!��
� ���
����
	 �� �	������ 
��	�����, !
��
���� 	��
��� ��-
�
!�
���� �	
���	�, 
����
	������ ��!
��

	����� �������� 	 ������	� 
��
�
 �
 �
-
���	���)�#, !
���
���	��� !��������� �6-��������
	 	 �	����
��
� � ������
� ��#-
����, ��� �!����� �
��������� 	
���
�����	��� � �������� !
�
�
� ����
��� ��� ��
�. 
:
���
 	 ���
�
��# �
 	���!�����������# ���
� �����	����� ���!�������
� �������-
���, � �	
���	� ��������� !���������� 
�	������� 
� ���!�������. �����
 ��� �!�
-
)���� ��!
��
����� !
����
	��, 	 �
�
�
� �
*""������� ��!�
!�
	
��
��� �� 
�	���� 

� ���!�������. :��
� �
!�)���� !

	
���� ��!
��

	��� �����������
� 	�������� ��� 
��#
������ ���!��������� ���!������� !
 �
�)��� 
�
�
���. G
��� �
���� "
�����-
�
	�� ������� ��!
������	���
�
 �������
�
 ������� �	�
�������
�
 ���	����� ��!�
-
!�
	
��
���. /���
��� �� �
, ��
 !
�������� ��
������� �
��
	����� 
!���	��� !
	�-
����� �������# �����
���
�������# �
���������, *�
� !
�#
� ���!�
������� 	 ����-
��� ���!��� [14–17]. 

/� 	 
��
� �
 ���
����# ���
�, ��� ���������	����� �6-
�
�
���, �
�����)�� ��-
!
�	����� ����
���, �� !���������� 	
 	������� ���!��������� �����
��. (������ 
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��
�����# !�������
	 �� �
���	����� ����
�� �
������� �	
�
��
 
!����# �6-
�
-
�
��� � ����
���� ������
	��
�� 	 [7] !�� !
�
)� ���#�����# ���	����� ��
��� �!��-
�
���. ( ���
�� [8] 
�����
 	������ ��
�����# �
�������� ��������# ���
	�� �� �
���-
	����� ����
�� �
������� 
�
�
���, 
�!
�����
� ����
���� � 	�!
�����
� �
 ����� 
� ������. 7���
������ !
�#
� ��!
��
����� 	 [9] ��� �����
� ���!
�
����
� �� �!���
� 

��
	���� 
�
�
��� � ����
����. �������	������ 	 *��# ������# �������
-�������-
������ ������� !�������� ���� � �������������� 
�
�
����, �
�����)�� ��������-
��� ����
���, !
�
�� ��
 ����
����������
� ��	����� 	���������� � !
�
)�� �����-
������
�
 	��������, 
�!�����
�
 
��
�������
 "������ G������. G
��� 
�)�� "
���-
���
	��, 
��
	����� �� ��!
��

	���� ���
�� �
�����# *������
	, !����
���� 	 ���
�� 
[10]. >���� ������
	��
�� 	������ ��
�����# �
�������� ��������# ���
	�� �� �
���-
	����� ����
�� �
������� 
�
�
��� � ��
������� ��
������������ ��
������. :���� 

���

�, 	������ ���!�������
� �����
�� �� �!���� �
���	����# ����
� �������������# 

�
�
���, �
�����)�# ��!
�	����� ����
���, 
������� �� �
�������. ( �	�
� � *��� 
����� ����� �	������ !�
	������ ���
�
 �����
� !�� ��
�����# �
��������# ��������-
�����# ��������# ���
	��. �
�����
	���� ����
��� 
��)���	������ 	 �����# !
�����-
����
� ��
���, �
�����
 �
�
�
� ������	���
� ���
�
� 	������
� �	������ !
������� 
��
�
���. ( ��
������� ������� 
����� �	
����� � 	��������� �
�!������# �
���	��-
��# 
������� ������������
� �������. �������, ��
 ��
����������� �
��"������ ��-
�
����� !

	
���� �����	��� ��� �������, ��� � 	��)���� ��	�
�
� �������
� ����
��� 
��� ��
� [18–19]. 

 
1. ?��"������ )���#� � ������+� ���"������� 

 
���������	����� 	�!
������� �
 "�����
�����
-���������
�
 ��������� �!����� 

�������������� 
�
�
��� (���. 1) ����
� L � ������
� R, 	����� �
�
�
� ��#
����� ���-
������ ��������� ����
��� !�
��
���� �f. ���� !
	��#�
��� 
�
�
���, ��!����� ��-
������, �����	����� �
 
�����
� ���!������� To, �
��� ��� ���!������� ����
� 	����� 

������� ��	�
� Ti = 300 K. 4���� ���
�� �	������ ������
	���� 	������ �	
���	 �6-
��������� �� �
���	����� �
������� ������
� 
�
�
��� !�� ��
�����# 	�������# ����-
���������# ��������# ���
	�� � �������# ��
����# �
���������. 
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���. 1. A
�����)�� ����
��� �������������� 
�
�
���, 	�!
�������  
�
 "�����
�����
-���������
�
 ��������� 



Bochkarev S.A., Lekomtsev S.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2015) 19–35 

 22

&�� 
!������ ��!
�	���
� ����
��� 	 
������ Vf 		
����� 	 �����
������ !
�����-
�� ��
�
��� �, �
�
��� 	 ������������
� ������� �

������ � �, ,r x�  	 ������ ����# 
	

��)���� 
!���	����� 	
��
	�� ���	������ [20] 

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 ,
r rr r x c t

� � � � � � �� � �
� � � 
 
 
 �

�� �� � �
 (1) 

��� � – ��
�
��� 
	��� 	 ����
���. &�	����� ����
��� fP  �� �!����� �
��������� 	�-
��������� !
 �������

	���
� "
����� G������� 

 f fP
t

��
� ��

�
 �� !
	��#�
��� f sS S S� � � . (2) 

>���� s – ������
������� �

������� 
�
�
���; ,f sS S  – !�
)���, 
�������	��)�� 
�Q-
��� ����
��� � 
�
�
��� �

�	����	���
. /� !
	��#�
��� ��
���� 
�
�
���–����
��� 
S� 
������� ���
	�� ��!�
������
��� 

 ,w
n t
�� �

�
� �

 (3) 

��� n – �
����� � !
	��#�
���; w – �
�������� �
���	���)�� 	���
�� !�����)���� 
�
-
�
���. �
������� ��
�
��� !
��������� ������)�� ��������� ���
	���: 

 0 : 0, : 0.x x L x� � � � �� � �  (4) 

&�� ���������� �������
� �����
���� 
����� �� 
��
	� !
�������������
�
 	���-
���� ���
�� �
�����# *������
	 (�'?) ��""����������
� ���	����� ��� !
�������� 
��
�
��� (1) � ���������� ���
	���� (3) � (4) !��
���
����� � !
�
)�� ���
�� G���
-
	�–6�������� [18]. 

'
�!
����� 	���
�� ��"
������ 	 ���	
������
� ������� �

������ � �, ,s z�  
!����-
������ � !
�
)�� ����������
� ��
��� 
�
�
���, 
��
	���
� �� ��!
��
�# '��#�
"�–I�	�. 
&�� *�	���������
� !
	��#�
��� 
�� �
��� ���� 
�!����� ������)�� 
���

� [21]: 

 11 11 11 22 22 22 12 12 12, , ,zk zk zk� �  
 � �  
 � �  
   

��� 

 � �2
11 1 1 11 1 12 12 1 2 121 2 , , 1 2 , , 2k k k � � 
 � � !  � � 
 � � "" � #  (5) 

� 

1 2 12 1

2 2 2

2 1 22 2 2
1

1 1, , , ,

1 1 1, , , .

u v v u ww
s R s R s

w w v w v wv k k
R R s ss R

� � � � �$ %� � � � 
 � � 
 � � �& '� �� � �� �( )
$ % $ %� � � � � �$ %� � � � � � � # � �& ' & '& '�� �� � � ��� ��( ) ( ) ( )

 

>���� u, v – ������
������� � 
������� �
���	���)�� 	���
�� !�����)����; i�  – ���� 
!
	
�
�� ����"
�������
� �
�����. 

'
�!
����� ��"
������ �������
� !
	��#�
��� (5) 	 �������
� "
��� �
��
 
!������	��� 	 	��� 
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1 2 e,� 
*# # E  

��� * +T
11 22 12 11 22 12, , , , ,k k k�    # , * +T

1 2 12 1 2, , , , , 2k k� � � � #*#  – �������� ����� ��"
������, 

* +T
1 2e 0,0,0,0, , ,0,0,0� � � ; E – ������� �������# ��
�������, �
�
��� ����� ������	�� 

�
�!
����� 	15 = �1, 	16 = �2, 	35 = �2, 	36 = �1. 
��
������� �

��
�����, ������	��	��)�� �	�
� ����� 	���
�
� ������ � �
���-

�
	 * +T
11 22 12 11 22 12, , , , ,T T T M M M�T  � 	���
�
� ��"
������ �, 
�!���� 	 �������
� 	���: 

 ,
th

th
th

, -. /
� � � � 0 12 3

4 5 6 7

A B
D

B C
� �

TT T
M

 (6) 

��� * +T
11 22, ,0th th thT T�T  � * +T

11 22, ,0th th thM M�M  – 	���
�� ���!��������# ������ � �
���-

�
	. '
*""�������, 	#
��)�� 	 ������� �����
���� D, � ���!��������� �
�!
����� 

!���������� ��� 

 � � � �2, , 1, , , ( , 1,2,3),ij ij ij ij
h

a b c z z Q dz i j� ��  (7) 

 � � � � � � � �* +T
, 1, , , , , ,0 ,th th

ii ii ij eff eff
h

T M z Q Tdz z T z T� 8 � 9 9� $ $  (8) 

��� 

� � � � � �

� � � �

2
11 22 12 21 11

33

, / 1 , , , ,

, / 2 / 1 , .
eff eff eff

eff eff

Q Q E z T z T Q Q z T Q

Q E z T z T

. /� � � : � � :4 5
� . 
 : /4 5

 

>���� T8  – !���!�� ���!������� 
��
�������
 
�������, �� !��	
��)��
 � !
�	����� 
��������# ��!������� (300 K); h – �
�)��� 
�
�
���; � � � � � �, , , , ,eff eff effE z T z T z T: 9  – 
*""����	��� �
���� �!���
���, �
*""������� �����
�� � ���!�������
�
 ���������� 
���������. &�� �6-��������� *�� #������������� 
!���������� �	
���	��� �
���	���-
)�# ��
 ��������
	 P � �# 
�Q������ �
���� V . ( ������ "�����
�����
-���������
�
 
���������, !������	���)��
 �
�
� ����� ������� m � �������� c [22], 

.eff m m c cP P V PV� 
  

( ������ 
�
�
��� !
��
���
� �
�)��� 
�Q����� �
�� �	������ "�������� ����-
����
� �

������� z, 
������	���
� 
� �������
� !
	��#�
���, � �
�������� �
�����
 
���!���
�� 
��
�� 

2 , 1 ,
2

N

c m c
z hV V V

h

$ %� � �& '

( )
 

��� N – !
��
����� 
�Q���
� �
��, �
�����)���� 
� ���� �
 ����
����
���. A ����
� 
!
�������
 !������	����� *""����	��� #�������������, !
� �
�
����, !
���
 !���-
��������# 	���, !
�������� ����� !�
��
��� ��������� � �,eff z T�  � �
*""������ ��!-

�
!�
	
��
��� � �,effk z T , 	���������� ������)�� 
���

�: 
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� � � � � � � � 2, .
2

N

eff m c m
z hP z T P T P T P T

h

$ %� 
 . � /& '4 5 ( )

 

:��!�������
-
�	������ �	
���	� ��������� 
!���������� ��� 

� � � �1 2 3
0 1 1 2 31 .P T P P T PT P T PT�

�� 
 
 
 
  

>���� 0 1 1 2 3, , , ,P P P P P�  – �
*""������� ���!������� T, ���������� ��� ����
�
 �������-
��. ���!��������� ���!������� !
 �
�)��� 
�
�
��� ��#
����� �
 �������
�
 ������� 
�	�
�������
�
 ���	����� �����
	�	����� ��!�
!�
	
��
��� � �

�	����	��)��� ���-
������� ���
	����  

 � � /2 /2
d d, 0, | , | .
d deff z h i z h o

Tk z T T T T T
z z �� �
. / � � �2 34 5

 (9) 

&�� ������������
� "
������
	�� 
����� ��!
��
����� !�����! 	

�
���# !���-
��)����. A �
!
���������� ���������, �����	��)�� !���	��������
� ����������, 
��
 �
��
 !������	��� 	 �������
� "
��� [23]: 

 T T T 0 T
0d 0.

S S S S

dS dS dS dS� �; 
 ; � 
 ; � ; �� � � �D %��� � d e e d P  (10) 

>���� d � * +T
0 0 fP�P  – 	���
�� 
�
�)����# !�����)���� � !
	��#�
����# �����-



�, � �0 ,effh
z T dz� � �� . ������� 0% , *������� �
�
�
� ��#
����� �
 ���
	�� 

T 0 0
� �E D# % e , ����� ������)�� ������	�� �
�!
�����: 0 0

55 11 66 22,T T� � � � . >���� 	��#-
��� ������ «0» 

������ �������
� ��	�
	���
� �
��
����, � ������ Tii 	���������� !
 
"
����� (6).  
 
2. <�������� !����)�>�� 
 

D������
� ������� 
����� 
��)���	������ � ��!
��

	����� !
�������������
�
 
	������� �'? [24], 
��
	���
�
 �� !������	����� ������� 	 	��� ���� ����� !
 
����-
�
� �

������� �: 

 � � � �0 0
, , , , cos , sin ,j j j jj j

u w u w j v v j� �

� �
� � � � � �� �  (11) 

��� j – �
��� ����
����. 
(������ 	 (11) ���
��� !��������� ����
 �# �
�
	�� 
�������, !
����� ��� !�
�
-

	
����# �
�����# *������
	 
�
�
��� � ����
��� 

 * += , , ,T eu v w � NU d  (12) 

 ,e��Ff  (13) 

��� N � F – ������� "������ "
��� 
�
�
����
�
 �
����
�
 *������� � !
�������� 
��
�
���; ed  � ef  – 	���
�� �
�
	�# 
�������. &�� 
�
�
��� ��!
��
����� �
������ 
*������ 	 	��� �������
�
 �
���� � �!!�
��������� ������
�����
� � 
�����
� �
�-
!
���� 	���
�� !�����)���� �������� !
���
�
�, � �
������
� �
�!
����� – ������-
���� !
���
�
�. &�� ����
��� !���������� �����
����� �
������ *������ � ������
� 
�!!�
��������� !
�������� ��
�
���. A ����
� (12) 
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 , ,e e
� � �# B Gd e d  (14) 

��� B � G – ������� �	�
� ��"
������ �#  � e � �
�
	��� 
���������. 
�������� ����������� !�
������ �'?, !
����� �
 !��
���

	���
�
 	
��
	
�
 

���	����� ��� !
�������� ��
�
��� � !�����!� 	

�
���# !�����)���� (10) � ����
� 
(12)–(14) �	�
����� ������� �	�# ���	�����. H� �
��
 
�!����� 	 �������
� 	���, !���-
���	��� 	

��)���
� �	������ 
�
�
��� � ����
��� ��� � � � �, , exp( ).i t�� <&d q f  

 

� �* +2

T
0 2

2

, 0,

0 0 0
, , ,

0 0 0

1, , ,

1 , ,

s s fs s f

f sf

T

s g s sf

f f fs

T T
s s f

m m mS S V

T T T
T

f fs
m mV S

T
sf f

m S

i

dS dS dV
c

dV dS
r r x xr

dS
�

�

��< 
 < �


. / . / . /
� � �2 3 2 3 2 3
4 5 4 5 4 5

� � � �

$ %� � � � � �
� 
 
 � �& '� � �� �� � �( )

� �

� � �� � �

� �� �

�

K M C

K K M C
K M C

K M C

K B DB M N N M F F

F F F F F FK C F N

C N F

q f

0, .
s s s

T
g

m S

dS�� � �K G % G

 (15) 

>���� fm  � sm  – ����
 �
�����# *������
	, �� �
�
��� ��
��	����� 
������ ����
��� 

� 
�
�
���; N  – ������� "������ "
��� �
������
� �
���	���)�� 	���
�� !�����)�-
��� 
�
�
���; < – #����������������� !
��
�����, 	 
�)�� ������ �	���)���� �
�-
!�������; 1i� � � .  

:���� 
���

�, 
����� 
 �	
�
���# �
�������# ������
� ������������
� �6-

�
�
���, �
�����)�� ��!
�	����� ����
���, �	
����� � 	�!
������ ������)�� !
-
����
	������
��� ���
	: 

� �
 ������� �	�
�������
�
 ���	����� (9) 
!���������� ���!��������� ���!�-
������ !
 �
�)��� 
�
�
��� ( )T z8 !�� 
������# ��������# ���
	��# �� 	��������� Ti 
� ������
� To !
	��#�
���#. A

�	����	��)�� ���
���� !
��
��
 
!���� 	 [14]; 

� �� 
��
	� !
������
�
 ���!��������� ���!������� !
 �
�)��� 
�
�
��� 	����-
������ 	���
� ���!��������# ������ � �
����
	 thT ; 

� �
 ������� 
������������
� ���������
� 
����� 0s �K d P , ��� T
0

s

e th
S

dS� � BP T , 

!
 "
����� (6) "
��������� �
�!
����� ������� ��������# ������ � �
����
	 0% ; 
� 	 ��
������� !��������� �������
��
�
 ���
����� �� 
��
	� ���
�� ������� 

[25], �
 ������� ������� (15) 
!���������� � �����
������� �
���	����� ����
�� <. 
 

3. ��)@�%"�"+ !��#�"�� 
 
( ��������# !������# ���������	����� �������������� "�����
�����
-��������-

��� 
�
�
��� (h = 1�10–3 �), 	�!
������� �
 
����� ����
��� � �!��	� ������. ��
��
-
��#��������� #������������� �
���	���)�# ��������
	 !��	����� 	 ����. 1. ������� 
	�!
������� ��� ����
����# �
�"�������� (����. 2), 	 �
�
��# ���������� ��

	�� ��-
������� � ���
	�� �����	� �� 	��������� � ������
� !
	��#�
���# 
�
�
���. (������-
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��� 
��)���	������ ��� 
�
�
���, 
��� ���� �
�
��# 	����� �����
 
����!��� 
(u = v = w = �w/�s = 0, C). /� ����
� ���� 
������� ������)�� ��������� ���
	��: �	
-
�
��
� 
!������ (v = w = 0, S), �����
� 
����!�����, �	
�
���� ���� (F). D��������� 
*��!���������� ���
 �����
	���
, ��
 ��� �
�������� !�������
� �
��
��� 	������-
��� �
����
��
 40 
�
�
�����# �
�����# *������
	 � 1000 *������
	 ��� ����
���. 

:������ 1 

��
��
-��#��������� �	
���	� �
���	���)�# ��������
	 � �# 
�	����
���  

� ���!������� 

A	
���	� P0 P–1 P1 P2 P3 
����� ����
���, ZrO2 [26] 

�, ��/�3 5,7000�103 0 0 0 0
E, �� 2,4427�1011 0 –1,3707�10–3 1,2139�10–6 –3,6814�10–10

: 0,2882 0 1,1335�10–4 0 0
9, 1/'  1,2766�10–5 0 –1,4900�10–3 1,0�10–6 –0,6775�10–11

k, (�/�' 1,7 0 1,2760�10–4 6,6485�10–6 0
A!��	 ������, Ti-6Al-4V [26] 

�, ��/�3 4,4290�103 0 0 0 0
E, �� 1,2256�1011 0 –4,5864�10–4 0 0
: 0,28838 0 1,1214�10–4 0 0
9, 1/'  7,5788�10–6 0 6,5000�10–4 3,1467�10–7 0
k, (�/�' 1,2095 0 1,3938�10–2 0 0

A����, SUS304 [8] 
�, ��/�3 8166 0 0 0 0
E, �� 2,0104�1011 0 3,079�10–4 –6,534�10–7 0
: 0,3262 0 –2,002�10–4 3,797�10–7 0

/�����, [8] 
�, ��/�3 8900 0 0 0 0
E, �� 2,2395�1011 0 –2,794�10–4 –3,998�10–9 0
: 0,31 0 0 0 0

 
:������ 2 

(������� ������
	 

'
�"�������� I '
�"�������� II '
�"�������� III '
�"�������� IV 
ZrO2 / Ti-6Al-4V 

�����	 ���
� 
ZrO2 / Ti-6Al-4V 

�����	 �	��#� 
Ti-6Al-4V / ZrO2 

�����	 ���
� 
Ti-6Al-4V / ZrO2 

�����	 �	��#� 
 

3.1. A�����
����� ���
����� 
 
:�����
	���� ��
���
����
�
 ���
����� 
��)���	���
 !���� ���	����� � ��
�����-

���� ���
�� [8], 	 �
�
�
� �
���	����� ����
�� �
������� 
�!
�����
� ����
���� �6-

�
�
��� (L/R = 20, R/h = 500) !
������ 	
��
	�� ���
�
�. ��
�
��� 	�!
����� �
 ���-
�� (	��������� !
	��#�
���) � ������ (�������� !
	��#�
���). A	
���	� ��������
	 �� 

�	���� 
� ���!������� � 
!���������� �
 ����. 1 !�� 300 K. A��	����� �	�# ��
��# 
����
� �
������� (6�) ��� �	�# ����
��� 	 ������ !���
� � 
�!
�����
� ����
���� ��-
����������
� 
�
�
��� ��� ��
�����# 
������� !
��
����� 
�Q���
� �
�� N � ������-
��# ���
	�� !������	���
 	 ����. 3. >���� ����
 m 
�

�����
 ����
 !
��	
�� 	 ����-
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��
�����
� ��!��	�����. ( 	��#��� ���
�� !��	����� ������ �
 [8], � 	 ������ ���
�� – 
!
�������� 	 ����
�)�� ���
��. ��
������� ���
��������� #
�
��� �
	!������ � �
-
	������� �������, 
�
����
 	 ������ �	
�
��
 
!����# 
�
�
���, ��� ��
����� �� !��-
	����� 2 %. 

:������ 3 

A��	����� �
���	����# ����
� !���
� � �
�����)�� ����
��� �6-
�
�
���  
!�� ��
�����# ��������# ���
	��# 

m j N = 0,3 N = 1 N = 5 
������ A ����
���� ������ A ����
���� ������ A ����
���� 

6�������� ���
	�� SS 
1 2 4,4160 

4,4159 
0,9031 
0,9137 

4,4737 
4,4736 

0,9049 
0,9155 

4,5498 
4,5497 

0,9076 
0,9188 

3 4.0940 
4,0940 

0,9599 
0,9656 

4,1478 
4,1478 

0,9620 
0,9678 

4,2183 
4,2183 

0,9650 
0,9708 

2 2 16,628 
16,628 

3,3988 
3,4676 

16,848 
16,848 

3,4062 
3,4751 

17,132 
17,132 

3,4158 
3,4848 

3 8,7166 
8,7165 

2,0419 
2,0929 

8,8299 
8,8298 

2,0462 
2,0973 

8,9807 
8,9805 

2,0527 
2,1038 

6�������� ���
	�� CC 
1 2 9,5233 

9,3979 
1,9473 
1,9511 

9,6487 
9,5219 

1,9514 
1,9553 

9,8121 
9,6824 

1,9569 
1,9607 

3 5,7422 
5,7325 

1,3458 
1,3682 

5,8166 
5,8080 

1,3486 
1,3713 

5,9161 
5,9065 

1,3529 
1,3755 

2 2 25,549 
24,674 

5,2189 
5,1588 

25,888 
24,999 

5,2303 
5,1699 

26,325 
25,420 

5,2448 
5,1840 

3 12,847 
12,653 

3,0073 
3,0567 

13,015 
12,818 

3,0138 
3,0635 

13,236 
13,036 

3,0232 
3,0728 

6�������� ���
	�� CS 
1 2 6,7063 

6,6459 
1,3714 
1,3778 

6,7943 
6,7334 

1,3742 
1,3808 

6,9096 
6,8474 

1,3782 
1,3847 

3 4,7475 
4,7372 

1,1129 
1,1238 

4,8093 
4,7994 

1,1153 
1,1263 

4,8914 
4,8810 

1,1188 
1,1298 

2 2 20,873 
20,542 

4,2651 
4,2895 

21,149 
20,813 

4,2744 
4,2988 

21,506 
21,164 

4,2864 
4,3106 

3 10,648 
10,578 

2,4935 
2,5484 

10,787 
10,716 

2,4988 
2,5539 

10,971 
10,898 

2,5067 
2,5617 

 
3.2. �
	�������� �
��	���� ������
� 
	
�
��� 	�# 
���
��� 

 
&�� 
����� 	������ ����
��� �� ������������ #������������� �6-
�
�
��� ����-

�

���
�
 !�
�����
��
	��� 	������ ���!�������
� �����
�� �� �
���	����� ����
�� 
�
������� !���
� 
�
�
���. (������ 	

�����	�� !
	�����
� ���!�������, 
��)���	-
����
�, ��!�����, 	 ��
������� �
������ � �
����� !
�
�
� ����
��� ��� ��
�, 
��
�	��� 
���������
����)�� 	������ �� �!���
� ���
 � �
��� !��	���� � !
���� ���
���	
���. 
( ����. 4 !��	����� 
������� ���������
� ���!������� �����	� T (K), !�� �
�
�
� ��
-
��� ����
�� �
������� 
�
�
��� < ����
	���� ��	�
� ���� �, ����
	������
, 
��)���	-
������ !
���� ���
���	
��� ��	�������
�
 ��!�. >���� !������	���� ������, �

�	����-
	��)�� ������� �
�"��������� (��. ����. 3), !
�������� ��� �	�# 	������
	 ������-
��# ���
	��. �
��
����� 	 ����. 4 ��
������� ���
��������� �
	������ 
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��
�
����
���, ����)�� ����
 !�� ������
	���� 	�!
������# �
 �6-��������
	 �
�-
��������. A �	��������� !
��
����� 
�Q���
� �
�� N ����������� 
������� ���!�����-
�� 	

������� ���, ��
�
�
�, �����������, 	 
�	����
��� 
� �
�
, �� ���
� !
	��#�
��� 
���!
�������� �
��� ������� ��������. ( ���
�
��# ������# ����������� ���!�������, 
�

�	����	��)�� !�
�����
���� 
�������� N, 
���������� 
���������, !
��������� 
��� �����# �
���	���)�# ��������
	 (�. �. ��� N = 0 � N = �).  

:������ 4 

'���������� 
������� ���!������� T (K) 	 
�	����
��� 
� 
�Q���
� �
�� N  
��� !����# 
�
�
��� � ��
������� ���������� ���
	���� 

'
�"�������� N = 0 N = 0,3 N = 1 N = 5 N = 10 N = 30 N = � 
6�������� ���
	�� CC 

I 767,76 850,61 966,23 1079,1 1089,9 1091,6 1089,6 
II 771,07 798,34 825,47 956,63 1013,29 1065,5 1095,5 
III 1089,3 925,97 821,32 773,14 771,37 770,24 767,84 
IV 1096,5 1046,5 972,39 858,28 823,57 791,49 771,77 

6�������� ���
	�� CF 
I 1714,7 1814,0 1874,2 1871,3 1858,5 1853,6 1858,2 
II 978,23 986,15 1001,4 1134,8 1220,0 1302,1 1346,1 
III 1858,6 1798,4 1722,6 1698,9 1716,9 1725,3 1715,4 
IV 1347,5 1350,6 1340,4 1216,1 1133,3 1040,9 980,34 

 
7����
 �����# ����. 4 !

	
���� 	��	��� ���
�
��� �!���"������� 
�
����
���, 


����
	������ ��� �
��������� ���������	����# ��������
	, ��� 
������� 	������
� 
��������# ���
	��. /�!�����, ��� ���
�
��# �
�"�������� ������� 
!���������� ���-
!�

� !
��
����� 
�Q���
� �
�� N, �� �
�
�
� ����������� 
������� ���!������ !��	�-
���� 
������� ��� ����
�
 ��������� � ����
����� �����
���� (�.�. ��������). 7���
-
������ 
�	����
��� ���� !
������ 	 [15] !�� ������
	���� �������# !����# �
����-
���# 
�
�
��� 	 ������ ����
����# �
�������� ��������
	, 	 �����
���, �����-������ 
�������. (

�
��
�
 
�Q������� ���
�
 ��#��������
�
 !
	������ !����
���
 �� ���
. 
F
�� 	 ���
�� [15], ��� � 	 ����
�)�� ������
	����, ���������	����� ���������, �	
���-
	� �
�
��# 
�	���� 
� ���!�������, ����!����� 
�	����
��� ���� !
������ �	�
���� 
����
�)��
 ������
	���� � 	 �
� ������, �
��� �	
���	� ��������
	 �� 
�	���� 
� ���!�-
������. G
��� �
�
, !
�
���� 
�
����
��� �����������, ���� 	����
 ��������
�
 ���-
!��������� ���!������� !
 �
�)��� 
�
�
��� 
���	��
�� ������
� ��� 
��
�
��
� ���-
!���������. &
!
���������� ������� !
��
���, ��
 	 �������# 
����� ��!�
!�
	
��
-
��� (9), ���������
� 
�����, � 	 ���!��������� ���!��������# ������ � �
����
	 thT  !
 
�
�)��� 
�
�
��� 
������	��� 
��
�
����
���, �
�
��� �
��� �� 
��

����
 #������-
��

	��� �� ��� ���� 
�	����
���. G��
 �����
	���
, ��
 ��#��������
� !
	������ !�
-
�	������ 	 �
� ������, �
��� ��������� ����� ��)���	���
 ��
������ !
 	������� �
-
*""������� ���!�������
�
 ���������� (��� ��� �	�# !��	�# ��������
	 	 ����. 2). 
( ������ ��������
	 � ���
���� 
��������� ����� 
�	����
��� 
������	��� ��� ���
� �
 
	

�
���# �
�"��������. /����
	����� �
�� ������ ����� � ��!
������	����� "�
�-
�
-��#��������� �	
���	� ���
�
��# ��������
	: 
����������� �����
��� !��	
��� 
� !
	������ !
�
�� !
���� ���
���	
���, � �	�������� �
*""������� ���!�������
�
 
����������, ��
�
�
�, �!
�
���	��� ��
 �������� [15]. ( ��
������� 
�Q�������� *��# 
�	�# "���
�
	 	

������ !���!
����� ��� !
�	����� ���
�
��# �!���"������# 
�	���-
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�
���� 	 �
������� ����������# ���!������ 
� �
���������� �6-���������, �
�
��� 
!
	����� *��!�������
���� �	
���	� 	�!
������# �
 ��# �
���������. 

&���
� 
�
����
����, 
�������
� 	 ����. 4, �	������ ��
�������, !
�������� ��� 
�
��
����# 
�
�
���. &�� *�
� �
�������� ��������# ���
	�� �
������� ��
�
�� ��-
���	� !��	
��� � 
���������
�� �
��� ����������# ���!������ !
���� ���
���	
���. 
&�� ���������	����# 	 ���
�� ������
��
	����# ���
	�� �����	�, !�� �
�
��# ���!�-
������ �� 
��
� �
 !
	��#�
���� 
������� ���
����
�, ����� �����	���
� !
	��#�
��� 
!��	
��� � �
������� 
���� ���!��������# �
����
	 thM . H��� 	 ������ �����
�
 
�-
���!����� *�
 	���� � ��
���������
�� �
������� ����������# ���!������, �
 ��� �
�-
�
���
�
 
����!����� �
������� 
���� �!
�
���	��� �
������ ��������� �	
�
��
�
 
���� 
�
�
��� � ��� ��
������ – ��)���	���
�� �������� !
�
�� ���
���	
���. 

$
 ����. 4 �
��
 ����� �	�����, ��
 ��� 
��
�
 � �
�
 �� ��������� 	 
�	����
��� 

� �
�
, �� ���
� !
	��#�
��� 
� ���!
��������, ����� ����
 ��
���������
� ���#
���-
��� 	 ����������# ���!�������#. ?�
 ��
����� 
����
	���
 ���, ��
 	 ������ N = � ���-
������	����� �
����
� 
������� !
��
����� 
�Q���
� �
��. �
*�
�� !�� 	��������� 
�����
����# #������������, ������ � �
����
	 !
 "
������ (7)–(8) !�� 2z h� =  !��-
�������� 	
 	������� �	
���	� ����
�
 ���������. 

 
3.3. �
	�������� �
��	���� ������
� 
	
�
��� � 
���
���> 

 
/� ���. 2, 
 ��� �����
 
����!����
� �6-
�
�
���, 	����� �
�
�
� �
�������� ��-

!
�	����� ����
��� (�f = 1000 ��/�3, c = 1500 �/�), !������	���� 
�	����
��� ��
��# 
����
� �
������� < (6�) 
� �
���� ����
���� j, !
�������� !�� ���!������� T = 300 K 
� ��
�����# 
�������# 
�Q����# �
��� N. >���� !
��
��� ��� �!
������� ����� ��!��-
��� �������, ����)�� ����
 !�� ������
	���� "�����
�����
-���������
�
 ���������, 
� �����
: 	������
���� �	
���	� �
��������� !���������� 	����� 
��������� !������-
���� 
���������, !
��������� ��� �����# ��������
	. '��	�� ����
��
�
 �!�����, 	�-
��������� � !�
�
	
����� !
��
������ 
�Q���
� �
�� N, ���!
�������� ����� ���	�-
��, !
��������� ��� �������� � ������� (N = 0). :���� 
���

�, �
�����)���� 	����� 

�
�
��� ����
��� �� 
��
�	��� ������	���
�
 	������ �� #������� ����������
�
 !
-
	������ �
���������, 	�!
������# �
 �6-���������.  

'�� � 	 ������ !���
� 
�
�
���, !
	������ ���!������� 
������)�� ����� !��-
	
��� � �������� �
���	����# ����
� �
������� �
���������, �
�����)�# ����
���. 
?�
 ���
����������� �������, !��	�������� �� ���. 2, �. >���� ��� �����
 
����!���-
�
� �6-
�
�
��� (N = 1) !
��
��� 
�	����
��� ����������# ����
� �
������� < (6�) 
� 
�
���� ����
���� j, !
�������� !�� ��
�����# 
�������# ���!������� T (K) 	��������� 
!
	��#�
���. $
 !������	�����# �����# 	���
, ��
 !
����
	������
� �� !
	������ 
!��	
��� � !
���!���
�� �������� �
���	����# ����
� < �
 ��# !
�, !
�� 
�� ��
�
 �� 

���)����� 	 �
�� !�� 
!���������# ����
����#. G
��� !
��
��
 *�
 �	����� ���
���-
�������� �� ���. 3, 
. >���� !
��
��
 �
������� �
���	���
� ����
�� �
������� < 
� 
���!������� T (K) ��� ����
��� j = 5, 13 � 14. $
 ������� 	���
, ��
 ����
�� !��
� ���-
�
���� �	������ ���������
� �� �
����
��
 ���
�
� ���!�

�� ���!������, !
�� �
�-
��	����� ����
�� �
��� 	��
��# ����
��� �� �
������� ������# 
�������. ?�
 !�
��-
#
��� ����
���� �
��, ��
 
�� ������� ��������� �� 	

�������� ���!�������. :���� 
�-
	����
��� 	 ���
� 
!�������� #������� �
������� �
���	����# ����
� �
������� 
� 
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���!������� ��� 
�
�
��� � ���
�
���� �
���������� ��������# ���
	��, ��
 ���
�-
���������� ��
���������, !
��
������ �� ���. 3, � � 4. /� *��# �������# !��	����� 
�-
	����
��� ����������# ����
� �
������� < (6�) 
� ���!������� T ('), !
�������� 
��� 
�
�
��� � ����
����, !�� ��
��# 	�������# ��������# ���
	��. ��
������� ��� 

�
�
��� � ���������� ���
	���� CF (��. ���. 3, �) � CC (���. 4, 
), 	���������� !�� 
��
�����# 
�������# !
��
����� 
�Q���
� �
�� N, ���
��������� ��
�
� �������� 
����
�� !�� �
�������� ���
�
�
�
 ���!�������
�
 !
�
��, 
����
	����
�
, ��� !
��-

��
 �����, �
�������� ����
���� � ���������
� ����
�
� �
�������. �������, ��
 
	�� 
�	����
��� 
� ��������# ���
	�� !
���� ���
���	
��� 
��)���	������ !�� j = 14, 
�
��� ��� 	 ������ !����# 
�
�
��� – !�� j = 13. &�� 
�
�
��� � ���������� ���
	���� 
CS (���. 4, �) �
�� ���!������� !��	
��� ���� � ��
���������
�� ���������� ����
-
�� � !
���� ���
���	
��� �� !�
��#
���. ?�
 
����
	���
 
������	��� 
����!����� !
 

��	
� �

������� �� !��	
� ���� 
�
�
���. :��
 ����� 	

�
��
��� �	
�
��
 ���-
�������� 	 *�
� ��!��	�����, ��� � 	 ������ ��������# ���
	�� CF, ��
 !��!����	��� 
!
�	����� 
����������# ��!�������, 	

�����)�# 	 ������ �����
�
 
����!����� 

�
�# ����	.  

 

5 8 11 j
100 

250 

400 

<, 6� 

5 8 11 j 
100

250

400

<, 6�

N = � 

0,3 

1 

5 

0 

300

T = 890 

850 

750 
550

 

      � 

���. 2. >�	����
��� ����������# ����
� �
������� < 
� �
���� ����
���� j  
��� �����
 
����!����
� �6-
�
�
���, �
�����)�� ����
���, !�� ��
�����#  

���!�������# T (K); �
�"�������� I: 
 – T = 300 K; � –  N = 1 

G
��� !
��
���� ��
������� ������
	���� �6-
�
�
��� ��� �	�# 	������
	 ������-
��# ���
	�� � ��
�����# �
�"�������� �	����� 	 ����. 5. �������	������ 
���� �����-
������ 
������� ���!������ T (K), !
 ���	����� � !
��������� ��� !���
� 
�
�
��� 
������� (����. 4), !

	
���� ������� 	�	
� 
 �
�, ��
 ������� ����
��� 	����� �
���-
������, !
���
 �������� ����
��
�
 �!�����, �
��� 
��
�	��� 	������ � �� #������� 

�	����
��� �����������# �	
���	 �
��������� �
 �6-��������� 
� ���!�������. ( ��-
���
���, ������� ����
��� ��� ���
�
��# �
�"�������� !��	
��� � ���������� ���!�-


�� !
��
����� 
�Q����# �
���, �� �
�
�
� !�
�	������ ����!����� ���!��������� 
�-
	����
��� (CC, �
�"�������� I), ��� ���� ������� ������� ���
���	
���, 
!���������� 

��������� ��� �����# ��������
	 (CC, III). 
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300 650 1000 T, K
0 
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<, 6� 

300 700 1100 T, K 
0

30
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<, 6�

j = 5
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0,3 0 
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5 

 
 
      � 

���. 3. >�	����
��� ����
� �
������� < 
� ���!������� T ��� �
��
���
�  
�6-
�
�
��� !�� N = 0,3 (
) � ��
��# 
�������# !
��
����� 
�Q���
�  

�
�� N (�); �
�"�������� I 
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      � 

���. 4. >�	����
��� ����������# ����
� �
������� < 
� ���!������� T  
!�� ��
��# 
�������# !
��
����� 
�Q���
� �
�� N ��� �6-
�
�
���  

� ��
������� ���������� ���
	����; '
�"�������� I: 
 – CC; � – CS 

/������ ����
��� 	����� 
�
�
��� 
��
�	��� ����
��� �����
� 	������ 	 ������ 
�
��
���
�
 
����!�����. H��� ��� �����
 
����!�����# 
�
�
��� �����	 	������ !
-
	��#�
��� !��	
��� � 	

�������� ����������# ���!������, ��� ��� !����# 
�
�
���, 
��� � 
�
�
��� � ����
����, �
 ��� �
��
����# 
�
�
��� �����	 �� ��
��# !
	��#�
���# 
!
-��
�
�� 	����� �� ����������� ���!������� !����# � ��!
������# ����
���� 
�
-
�
���. &�� �
��� �������
� ���
�������� *��# ��
����� �� ���. 5 !��	����� 
�	����
-
��� ����������# ����
� �
������� < (6�) 
� ���!������� T ('), !
�������� ��� ��
��# 
�
�"�������� !����# � �
�����)�# ����
��� �
��
����# 
�
�
���. $
 !������	�����# 
�����# �������, ��
 	 ������ !����# 
�
�
��� �����	 	������ !
	��#�
��� !��	
��� 
� �������� ����������# ���!������ !
���� ���
���	
���. �����
 ��� 
�
�
���, �
���-
��)�# ����
���, ����� ����
, ��
�
�
�, �������
����)�� 	

�����	��. ( ������	� 	

-
�
��
�
 
�Q������� *�
�
 �	����� �
��� ���� !��	����� ������)�� �����������. (�-
�� ���
 
������
, ��
 �
������� !
	��#�
��� �����	� 
��
�	��� 	������ �� 	������� 
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�
�������# !�����)���� �	
�
��
�
 ���� 
�
�
���. A ����
� ��
�
��, 
������� ����
-
����������
�
 ��	�����, �����	��)��
 !
 �
����� � �!���
� !
	��#�
���, ����� !���
 
!�
!
���
������� 
�	����
��� 
� 	������� �
������
� �
���	���)�� 	���
�� !���-
��)���� 
�
�
���. A���
	������
, ��������� �	
�
��
�
 ���� 
�
�
���, 
����������
 
	���� �� �� ���!��������� ���
���	
���, ��� �� ����� �!
�
���	��� ���������� ����
-
����������
�
 ��	�����, 
��
�	�� �������
����)�� 	

�����	��. 

:������ 5 

'���������� 
������� ���!������� T (K) 	 
�	����
��� 
� 
�Q���
� �
�� N  
��� 
�
�
��� � ��
������� ���������� ���
	����, �
�����)�# ����
��� 

6% R/h N = 0 N = 0,3 N = 1 N = 5 N = 10 N = 30 N = � 
'
�"�������� I 

CC 200 702,01 786,31 899,97 997,97 1000,4 994,35 987,88 
500 495,53 532,22 580,15 609,19 604,72 598,24 594,11 

CF 200 1031,4 1238,9 1402,6 1414,1 1398,4 1392,9 1397,5 
500 671,83 814,73 1013,9 1050,5 1034,7 1032,6 1040,8 

'
�"�������� II 
CC 200 727,91 762,54 803,02 919,38 965,93 1008,5 1033,2 

500 501,15 514,62 525,58 562,04 581,04 602,35 617,29 
CF 200 1637,9 1648,6 1655,3 1735,8 1765,2 1781,1 1784,8 

500 1055,8 1072,0 1090,9 1221,2 1296,7 1365,1 1400,2 
'
�"�������� III 

CC 200 987,43 814,19 720,15 689,73 693,98 699,32 701,91 
500 593,85 527,12 494,77 488,42 491,48 494,31 495,48 

CF 200 1397,9 1193,5 1044,3 1022,7 1034,9 1037,8 1031,8 
500 1041,5 774,36 675,65 668,65 674,66 675,19 672,01 

'
�"�������� IV 
CC 200 1034,1 972,26 890,21 790,47 764,74 742,03 728,40 

500 617,89 596,22 564,94 528,36 517,81 507,72 501,38 
CF 200 1784,8 1790,5 1789,9 1739,6 1707,7 1669,9 1639,1 

500 1401,3 1401,0 1388,6 1277,9 1203,8 1117,6 1057,9 
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( ����. 5 ����� 
������� ����������� ���!�������, !
�������� !�� �����# ��
���-
�������# ��
����# (h = 4�10-4 �, R/h = 500). ( *�
� ������ ������	����# �
������� �� 
�����������. :���� 
���

�, ��� ���
�
��# �
�"�������� ����!����� 
�	����
��� 
� 
���!������� �
#�������� � ��� �
��� �
���# 
�
�
���. 
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