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ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ 
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Конечно-элементные методы в геомеханических расчетах по оценке напряженно-деформированного состояния массива 

горных пород показали недостаточную гибкость к изменению геометрии расчетных схем и необходимость введения большого 
числа неизвестных в случае решения трехмерных задач. Численный расчет коэффициента интенсивности напряжений при 
вершине трещины на основе конечных элементов является весьма ресурсоемкой задачей при пространственном геомехани-
ческом моделировании. Разбиение области нерегулярной сеткой ведет к существенному росту ширины ленты матрицы жест-
кости, которая во многом зависит также от способа нумерации элементов. В случаях значительного превышения геометрией 
расчетной схемы задачи по размерам области детального изучения напряженно-деформированного состояния массива ис-
пользование классических методов МКЭ или МГП является нецелесообразным. В работе предлагается использовать потен-
циально более точную вычислительную схему оценки напряженно-деформированного состояния кусочно-однородной трех-
мерной упругой среды на основе непрямого метода граничных элементов. В случае отработки калийных пластов столбовой 
системой разработки метод разрывных смещений, как один из вариантов метода граничных элементов, является удобным 
инструментом расчета НДС, позволяющим достаточно просто учитывать взаимодействие (пригрузку) кровли и почвы вырабо-
танного пространства лавы. На основе непрямого метода граничных элементов разработан пакет программ, реализующий 
вычислительную схему для решения задачи оценки напряженно-деформированного состояния кусочно-однородной линейно-
упругой среды. Приведены результаты решения тестовых задач, показывающие эффективность предлагаемой вычислитель-
ной схемы для оценки напряженно-деформированного состояния массива горных пород. 

Ключевые слова: геомеханика, напряженно-деформированное состояние, пространственные задачи, постановка 
задачи, разбиение областей, граничные элементы, непрямой метод, итерационные методы, кусочно-однородная среда, 
тестовые задачи, погрешность. 
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Finite-element techniques in geomechanic calculations to assess strain-stress state in rock have shown insufficient flexibility 

towards varying geometry of computational schemes and necessity to set a large number of the unknown in solving space problems. 
Numeric calculation of stress intensity factor at the fracture tip by finite element analysis is a very demanding task in dimensional ge-
omechanic simulation. Domain partition by irregular grid significantly expands the length of rigidity matrix bandwidth, which also 
largely depends on element enumeration approach. When computational scheme geometry considerably exceeds the size of the 
area of the detailed exploration of strain-stress state application of traditional methods of finite elements and geometric immersion is 
not feasible. The paper suggests to apply a potentially more accurate computational scheme for assessing strain-stress state of 
three-dimensional piecewise-homogeneous elastic environment on the basis of indirect method of boundary elements. In developing 
potassium beds by pillar system  displacement discontinuity method as a variation of boundary element method appears to be  
a convenient tool to compute strain-stress state, which allows taking account of relation between the top and soil of the longwall 
space. Based on the indirect method of boundary elements, a software package was developed that offers a computational scheme 
to solve the problem of evaluating strain-stress state of piecewise-homogeneous linear-elastic environment. The results of solving 
test problems are given that prove adequacy of the computational scheme to evaluate strain-stress state of rock. 

Keywords: geomechanics, strain-stress state, spatial problem, setting of the problem, domain partition, boundary  
elements, indirect method, iterative methods, piecewise-homogeneous environment, test problems, measure of inaccuracy. 
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Введение 

Для решения вопросов безопасной и 
эффективной разработки месторождений 
полезных ископаемых довольно часто 
приходится выполнять большие объемы 
расчетов по оценке напряженного со-
стояния массива горных пород. Необхо-
димость таких расчетов особенно акту-
альна при разработке пластов, опасных 
по газодинамическим явлениям (ГДЯ). 
Для некоторого класса таких задач ис-
пользование в геомеханических расчетах 
конечно-элементных методов показало 
их недостаточную гибкость к изменению 
геометрии расчетных схем и необходи-
мость введения большого числа неиз-
вестных в случае решения трехмерных 
задач [1–7]. Геомеханический анализ ус-
ловий формирования зон, опасных по га-
зодинамическим явлениям, может в зна-
чительной степени опираться на механи-
ку разрушений. Опыт показывает, что 
численный расчет коэффициента интен-
сивности напряжений при вершине тре-
щины на основе конечных элементов яв-
ляется весьма ресурсоемкой задачей да-
же в плоской постановке, не говоря уже  
о пространственном геомеханическом 
моделировании. Это связано с тем, что 
разбиение области нерегулярной сеткой 
ведет к существенному росту ширины 
ленты матрицы жесткости, которая в 
большой степени зависит также от спо-
соба нумерации элементов. Еще одним 
недостатком, относящимся к конечно-
элементным методам, является разрыв-
ность полей напряжений на границах ко-
нечных элементов. В тех случаях, когда 
геометрия расчетной схемы задачи зна-
чительно превышает по размерам об-
ласть детального изучения напряженно-
деформированного состояния горных 
пород, использование классических ме-
тодов оценки напряженно-деформиро-
ванного состояния горных пород, таких, 
как МКЭ или МГП, является нецелесо-
образным. Сгущение сетки конечных 
элементов в данной области при приме-

нении, например, МКЭ приводит к зна-
чительному росту числа узлов, и оценка 
объемов оперативной памяти, необходи-
мых для расчетов некоторых конкретных 
задач, может на один-два порядка пре-
вышать доступные на сегодняшний день 
возможности вычислительных мощно-
стей персональных компьютеров. 

В этой связи предлагается использо-
вать в расчетах более совершенные  
в данном смысле и потенциально более 
точные методы моделирования напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) 
горных пород, которым, однако, прису-
щи и некоторые недостатки, сужающие 
класс решаемых ими задач. К таким ме-
тодам в первую очередь можно отнести 
методы граничных элементов (МГЭ), ко-
торые снижают размерность решаемой 
задачи на единицу. Так, сгущение сетки 
граничных элементов при использовании 
МГЭ не приводит к значительному росту 
необходимых для расчетов объемов  
оперативной памяти, поскольку сеткой  
в случае объемных задач покрывается 
не трехмерная область, а только поверх-
ности. Можно выделить еще одно пре-
имущество метода граничных элементов 
для систем, границы которых частично 
находятся в бесконечности, что естест-
венным образом согласуется с общей  
постановкой задач геомеханики. По-
скольку процедура решения МГЭ авто-
матически удовлетворяет допустимым 
граничным условиям на бесконечности, 
разбиение этих границ не требуется,  
в то время как в методе конечных эле-
ментов границы в бесконечности должны 
быть аппроксимированы значительным 
количеством удаленных конечных эле-
ментов. Кроме того, в случае отработки 
калийных пластов столбовой системой 
разработки метод разрывных смещений, 
как один из вариантов МГЭ, является 
удобным инструментом расчета НДС, 
позволяющим достаточно просто учи-
тывать взаимодействие (пригрузку) кров-
ли и почвы выработанного пространст-
ва лавы.  
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В данной работе рассматривается ал-
горитм численной реализации непрямого 
МГЭ по определению НДС трехмерной 
кусочно-однородной линейно-упругой 
изотропной среды. 

Постановка краевой задачи  
и идеология непрямого метода  

граничных элементов 

Для соляного породного массива 
принимается кусочно-однородная линей-
но-упругая модель, в рамках которой на-
пряжения, деформации и перемещения 
должны удовлетворять следующей сис-
теме дифференциальных уравнений и 
граничных условий [8]: 

0,f∇×σ+ρ× =  

/ ,Dσ = ε  

( )0,5 ,u uε = × ∇× + ×∇          (1) 

, ,n P x σ×σ = ∈Γ  

, ,uu U x= ∈Γ  

где σ  – тензор напряжений; ε  – тензор 

деформаций; fρ×  – вектор массовых 

сил; D  – тензор упругих свойств; u  – 
вектор перемещений; n  – вектор норма-
ли к поверхности тела; P  и U  – векто-
ры граничных условий в напряжениях  
и перемещениях соответственно. 

Для изотропной среды тензор D  есть 
изотропный симметричный тензор чет-
вертого ранга, тогда закон Гука прини-
мает вид 

1 2 ,I gσ = λ× × + ×µ×ε         (2) 

где g  – единичный тензор второго ранга; 

1I  – первый инвариант тензора деформа-
ций; ,λ µ  – упругие постоянные Ляме, ко-

торые определяются из выражений 

( )( ) ( )
, .

1 1 2 2 1

Е Еνλ = µ =
+ ν − ν + ν

   (3) 

Сущность методов граничных эле-
ментов состоит в преобразовании систе-
мы дифференциальных уравнений (1)  
в эквивалентную систему граничных ин-
тегральных уравнений в качестве перво-
го шага решения задачи. Такая система 
уравнений будет включать значения пе-
ременных только на границе области. 
Методы граничных элементов делятся на 
прямые и непрямые варианты. В прямом 
варианте неизвестные функции, входя-
щие в интегральные уравнения, являются 
реальными, имеющими физический 
смысл переменными задачи. В задачах 
теории упругости такое решение инте-
грального уравнения должно сразу да-
вать все усилия и смещения на границе,  
а внутри тела они должны быть получе-
ны из граничных значений численным 
интегрированием. Некоторые из разрабо-
танных алгоритмов, основанных на этом 
подходе, описаны в работах [9–13]. 

В непрямом варианте интегральные 
уравнения полностью выражаются через 
фундаментальное сингулярное решение 
исходных дифференциальных уравне-
ний, распределенное с неизвестной плот-
ностью по границам рассматриваемой 
области. Сами по себе функции плотно-
сти не имеют определенного физичес-
кого смысла, но когда они найдены  
(например, численным решением инте-
гральных уравнений), значения парамет-
ров решения везде внутри тела могут 
быть получены из них простым интегри-
рованием. Алгоритмы, основанные на 
таком подходе, использовались для ре-
шения широкого круга технических за-
дач и представлены в работах [14–19]. 

Рассмотрим идеологию непрямого 
МГЭ для однородной среды, которая ос-
новывается на следующем физическом 
подходе [20]. Расчетная схема для рас-
сматриваемого тела условно расширяет-
ся, например, до бесконечной области,  
в которой известны точные аналитиче-
ские решения (функции влияния) от дей-
ствия единичной сосредоточенной силы 
или единичного разрыва смещений. Ре-
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шение Кельвина для единичной сосредо-

точенной силы ( ),e ξ  действующей в бес-
конечной трехмерной однородной изо-
тропной упругой среде и приложенной в 

т. ,ξ  строится следующим образом: 

( ) ( ) ( ), ,u x G x e= ξ × ξ            (4) 

( ) ( ) ( ), ,x T x eσ = ξ × ξ            (5) 

( ) ( ) ( ), ,t x F x e= ξ × ξ            (6) 

где ( )u x  – вектор перемещений в т. ;x  

( )xσ  – тензор напряжений в т. ;x  ( )t x  – 

вектор усилия в т. ,x  действующий на 

площадке с нормалью ;n  ( ),T x ξ  – тен-

зор III ранга; ( ), ,G x ξ  ( ),F x ξ  – тензоры 

II ранга, компоненты которых в декарто-
вой системе координат имеют следую-
щий вид: 

( )

2

,

1 1
(3 4 ) ,

16 (1 )

ij

i j
ij

G x

y y

r r

ξ =

 
= − ν δ + πµ −ν  

 (7) 

( )

( )

2

3

1 1
,

8 (1 )

1 2 3 ,

ijk

j i k
ik jk ij

i j k

T x
r

y y y

r r r

y y y

r

ξ = − ×
π − ν

 
× δ + δ − δ × 
 


× − ν + 



       (8) 

( )

( )

2

2

1 1
, ,

8 (1 )

1 2

3 (1 2 ) ,

ij

ji
j i

i j k k
ij

F x
r

yy
n n

r r

y y y n

rr

ξ = − ×
π −ν

 
× − − ν + 
 

 
+ + − ν δ  

  

     (9) 

,i i iy x= −ξ  2 ,i ir y y=          (10) 

где ν – коэффициент Пуассона; µ – мо-
дуль сдвига; δij – символ Кронекера; ni – 
компоненты вектора нормали .n  

Напряжения, возникающие в беско-
нечном линейно-упругом изотропном 
трехмерном пространстве в результате 
приложения единичного нормального 
разрыва смещений по оси Z, определяют-
ся по формулам [21] 

2 2 2

3 2 4

1
1 3 15(1 ) ,

2x

y x z

r r r

 µσ = − − β − −β π  
 

2 2 2

3 2 4

1
1 3 15(1 ) ,

2y

x y z

r r r

 µσ = − − β − −β π  
 

2 4

3 2 4

(1 ) 1
1 6 15 ,

2z

z z

r r r

 µ −βσ = − + − π  
  (11) 

2

5 2

3
5(1 ) ,

2xy

xy z

r r

 µσ = − β− −β π  
 

2

5 2

3 (1 )
1 5 ,

2yz

yz z

r r

 µ −βσ = − − π  
 

2

5 2

3 (1 )
1 5 ,

2zx

xz z

r r

 µ −βσ = − − π  
 

где 
2(1 )

Eµ =
+ ν

 – модуль сдвига, β = 

1 2
.

2(1 )

− ν=
−ν

 

Пользуясь принципом суперпозиции 
и функциями влияния, определяют такие 
фиктивные силы ( )e ξ  (метод фиктив-

ных  нагрузок) или такие разрывы сме-
щений (метод разрывных смещений), 
прикладываемые в бесконечной области 
на воображаемой границе тела, которые 
обеспечивают удовлетворение гранич-
ных условий для данного тела. Тогда, 
например, на основе кусочно-постоянной 
аппроксимации фиктивных величин (сил 
или разрывов смещений) на треугольных 
граничных элементах и принципа супер-
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позиции строится система линейных ал-
гебраических уравнений. 

Рассмотрим некоторую область в бес-
конечном упругом пространстве, по  
поверхности S которой распределены си-

лы ( ).e ξ  Пусть в т. x  этой поверхности 

с внешней нормалью к телу n  задано 

граничное условие в напряжениях ( ).t x  

Тогда согласно принципу суперпозиции 
из формулы (6) получаем 

( ) ( ) ( ) ( ),
S

t x F x e dS= ξ × ξ ξ∫        (12) 

или 
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
, ,

2 S

t x

e x F x e dS

=

= + ξ × ξ ξ∫
  (13) 

где поверхностный интеграл в последнем 
выражении следует понимать в смысле 
главного значения по Коши. 

Пусть поверхность S покрыта сеткой 
из n треугольных граничных элементов 
Sj, на каждом из которых равномерно 

распределена сила ,je  1, .j n=  Тогда на 
граничном элементе Si, в точке ix  кото-

рого задано граничное условие в напря-
жениях ,it  уравнения (12) и (13) преоб-

разуются к следующему виду, поскольку 
постоянная распределенная сила на эле-
менте je  выносится за знак интеграла: 

1

,
n

i ij j
j

t P e
=

= ×∑                 (14) 

где 
( ) ( ), .

j

ij i

S

P F x dS= ξ ξ∫           (15) 

Если на каждом элементе задано гра-
ничное условие в напряжениях, то полу-
чим систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных 
распределенных сил :je  

1

,
n

ij j i
j

P e t
=

× =∑  1, .i n=          (16) 

Аналогичным образом строится урав-
нение для граничного элемента Si, на ко-
тором задано граничное условие в пере-
мещениях: 

1

,
n

i ij j
j

u U e
=

= ×∑               (17) 

где 
( ) ( ), .

j

ij i

S

U G x dS= ξ ξ∫         (18) 

В общем случае, когда на части гра-
ницы области заданы нагрузки, а на дру-
гой части перемещения, в систему n 
уравнений для n неизвестных распреде-
ленных сил je  будут входить уравнения 

обоих видов (14) и (17). Из решения сис-
темы линейных алгебраических уравне-
ний по найденным распределенным си-
лам je  можно в произвольной точке уп-

ругой среды x  определить напряженно-
деформированное состояние как супер-
позицию действий всех фиктивных на-
грузок je  или разрывов смещений: 

( ) ( ) ( )
1

, ,
j

n

j
j S

x T x dS e
=

σ = ξ ξ ×∑ ∫   (19) 

( ) ( ) ( )
1

, .
j

n

j
j S

u x G x dS e
=

= ξ ξ ×∑ ∫   (20) 

Компоненты тензора деформаций 
можно выразить из закона Гука через 
компоненты тензора напряжений. 

Итерационная схема решения  
однородной задачи 

Во всех дальнейших выкладках тен-
зоры заменены трехмерными матрицами 
компонент тензоров, а векторы трехмер-
ными вектор-столбцами соответствую-
щих компонент, записанными в каком-
либо выбранном базисе, например  
в глобальной системе координат или в 
локальном базисе треугольного элемен-
та. В последнем случае удобно прово-
дить численное интегрирование функций 
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влияния по граничному элементу. Одна-
ко координаты точки наблюдения необ-
ходимо будет преобразовывать из гло-
бальной системы координат в локальную 
систему элемента. Затем компоненты 
тензоров напряжений и деформаций,  
а также вектора перемещений и нагрузок 
необходимо преобразовывать обратно из 
локальной системы координат элемента в 
глобальную (при выводе решения) или  
в локальную систему другого элемента, 
на котором граничные условия записаны 
в его собственном базисе (при построе-
нии матрицы влияния). 

Рассмотрим уравнение для гранично-
го условия в напряжениях, записанное 
для i-го элемента: 

1

,
n

ij j i
j

P e t
=

× =∑                 (21) 

где n – общее число элементов; ijP  – 

трехмерная матрица компонент тензора 
влияния j-го элемента на центральную 
точку i-го элемента; je  – неизвестный 

трехмерный вектор-столбец фиктивных 
сил или разрывов смещений, распреде-
ленных на j-м элементе; it  – трехмерный 

вектор-столбец граничного условия в на-
пряжениях на i-м элементе.  

Три столбца матрицы ijP  есть трех-

мерные векторы нагрузок на площадке  
i-го элемента в его центральной точке, 
создаваемые действием каждой из трех 
компонент вектора je  с единичным рас-
пределением по j-му элементу.  

Аналогично для граничного условия  
в перемещениях на i-м элементе 

1

,
n

ij j i
j

U e u
=

× =∑               (22) 

где iu  – трехмерный вектор-столбец гра-
ничного условия в перемещениях; три 
столбца матрицы ijU  есть трехмерные 
векторы перемещений в центральной 
точке i-го элемента, создаваемые дейст-
вием каждой из трех компонент векто-

ра je  с единичным распределением по  

j-му элементу. 
В общем случае любые два элемента 

имеют ненулевое влияние друг на друга, 
поэтому матрица СЛАУ является полно-
стью заполненной и требует для хране-
ния значительных объемов оперативной 
памяти компьютера. Однако применение 
итерационных методов решения СЛАУ 
исключает необходимость в хранении  
в оперативной памяти всей матрицы, так 
как элементы матрицы можно вычислять 
по ходу итерационного процесса. 

Влияние i-го элемента на себя являет-
ся наибольшим, поэтому итерационную 
схему для i-го элемента определим в со-
ответствии с методом Зейделя следую-
щим образом [22]: 

( 1) 1 ( )

1

n
k k

i ii i ij j
j
j i

e P t P e+ −

=
≠

 
 = × − × 
 
 

∑     (23) 

из уравнения (21) или 

( 1) 1 ( )

1

n
k k

i ii i ij j
j
j i

e U u U e+ −

=
≠

 
 = × − × 
 
 

∑    (24) 

из уравнения (22), где k – номер шага 
итерационного процесса. 

В качестве критерия контроля сходи-
мости итерационного процесса можно ис-
пользовать относительную норму прира-
щения решения на соседних итерациях. 

Итерационная схема решения  
кусочно-однородной задачи 

Для решения неоднородной задачи 
составляется СЛАУ для каждой одно-
родной области и учитываются уравне-
ния стыковки граничных условий на 
контакте между областями, которые 
имеют следующий вид (третий закон 
Ньютона и условие неразрывности пере-
мещений): 

1 2

1 2

0,

,

t t

u u

+ =
=

          (25) 
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где 1,t  1,u  2 ,t  2u  – трехмерные вектор-

столбцы граничных условий в напряжени-
ях и перемещениях в точке контакта для 
первой и второй области соответственно. 

Уравнения для элементов с заданными 
граничными условиями также будут иметь 
вид (21) или (22). В каждое i-е уравнение 
будут входить неизвестные je  на элемен-

тах контура только той области, которой 
принадлежит i-й элемент. Таким образом, 
итерационные схемы для таких элементов 
будут также иметь вид (23) или (24) в за-
висимости от типа граничного условия. 
Для двойного (контактного) i-го элемента 
система уравнений (25) преобразуются  
к следующему виду: 

1 2

1 1 2 2 0,ij j ij j
j M j M

P e P e
∈ ∈

× + × =∑ ∑     (26) 

1 2

1 1 2 2 ,ij j ij j
j M j M

U e U e
∈ ∈

× = ×∑ ∑       (27) 

где M1 и M2 – множества номеров эле-
ментов, принадлежащих первой и второй 
области соответственно (пересечение M1 
и M2 есть множество номеров двойных 
элементов, лежащих на контакте первой 

и второй области); 1,ijP  1 ,ijU  2 ,ijP  2
ijU  – 

матрицы влияния на двойной i-й элемент 
в напряжениях и перемещениях от эле-
ментов первой и второй области соот-
ветственно. Отметим, что на двойном  
i-м элементе будет два неизвестных век-

тора 1,ie  2
ie  для первой и второй области. 

Выполним следующее тождественное 
преобразование СЛАУ, которое позволит 
построить эффективную итерационную 
схему для двойных элементов. Для двой-
ного i-го элемента определим шестимер-
ную матрицу:  

1 2

1 2
.ii ii

i
ii ii

P P
D

U U

 
=  − 

            (28) 

Тогда система уравнений (26), (27) 
преобразуется к следующему виду: 

1

2
i

i
i

e
D

e

 
+ 

 
 

1 2

1 2

1 1 2 2

/ /

1 1 2 2

/ /

0.
ij j ij j

j M i j M i

ij j ij j
j M i j M i

P e P e

U e U e

∈ ∈

∈ ∈

 × + ×
 

+ = × − × 
 

∑ ∑

∑ ∑
 (29) 

Таким образом, по аналогии с мето-
дом Зейделя для двойного i-го элемента 
построим следующую итерационную 
схему: 

1 2

1 2

( 1)1
1

2

( )1 1 2 2

/ /

1 1 2 2

/ /

.

k

i
i

i

k

ij j ij j
j M i j M i

ij j ij j
j M i j M i

e
D

e

P e P e

U e U e

+
−

∈ ∈

∈ ∈

 
= × 

 

 − × − ×
 

×  − × + × 
 

∑ ∑

∑ ∑

 (30) 

Следует отметить, что трехмерные 
матрицы Pii, Uii из схем (23), (24) и шес-
тимерную матрицу Di из схемы (30) не-
обходимо обратить только один раз пе-
ред началом итерационного процесса. 

Результаты решения тестовых задач 
непрямым методом граничных  

элементов 

На основе непрямого метода гранич-
ных элементов разработан пакет про-
грамм, реализующий предложенную вы-
числительную схему для решения задачи 
оценки напряженно-деформированного 
состояния кусочно-однородной линейно-
упругой среды, который включает сле-
дующие модули: автоматическую три-
ангуляцию границы рассчитываемой  
области; построение матриц влияния  
граничных элементов; модуль, реали-
зующий итерационную схему для опре-
деления фиктивных нагрузок или разры-
вов смещений на граничных элементах,  
и модуль вывода компонент тензора на-
пряжений, тензора деформаций, вектора 
перемещений, главных напряжений  
и других характеристик НДС в заданную 
сетку, покрывающую анализируемую 
область горного массива. 

Приведем некоторые результаты тес-
тирования разработанного пакета про-
грамм для расчета напряженно-деформи-
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рованного состояния линейно-упругой 
трехмерной кусочно-однородной среды. 

Рассмотрим кубический образец с еди-
ничной длиной ребра, растягиваемый 
единичной распределенной нагрузкой, 
приложенной к одной из граней образца. 
На противоположной грани заданы нуле-
вые смещения по нормали и нулевые ка-
сательные усилия. Модуль упругости ра-
вен единице, коэффициент Пуассона – 0,3. 
В отличие от метода конечных элементов 
решение данной задачи методом гранич-
ных элементов не является тривиальным. 
Ось Х направлена в направлении прило-
жения нагрузки, тогда в образце реализу-
ется однородное напряженное состояние 
только с одной компонентой тензора на-
пряжений отличной от нуля 1,xxσ =  а де-
формации 1,xxε =  0,3.yy zzε = ε =  Иссле-
дуем сходимость метода. В таблице при-
ведены соответствующие напряжения  
и деформации в центральной точке куба  
в результате численного решения для раз-
личных разбиений поверхности образца 
на треугольные элементы. 

 

Напряжения в центральной точке куба  
в результате численного решения  

для различных разбиений поверхности 
образца на треугольные элементы 

Количество 
треугольных 
элементов 

Напряжения 
σхх 

Погрешность 
σхх, % 

60 0,988 1,2 

156 0,996 0,4 

336 1,002 0,2 

1294 1,001 0,1 

 
Результаты моделирования показали 

удовлетворительную сходимость метода. 
Уже при небольшом разбиении погреш-
ность в центре куба не превышает 2 % 
для напряжений σхх и 5 % для попереч-
ных деформаций εуу. 

Поле перемещений в направлении 
оси  Х оценивалось по результатам чис-
ленного решения при разбиении границы 

на 336 элементов. Точное решение опре-
деляется формулой 

( , , ) .xu x y z x=                  (31) 

Результаты расчетов показали, что 
незначительная погрешность наблюдает-
ся вблизи поверхности куба и для раз-
личных разбиений на расстоянии харак-
терного размера ближайшего граничного 
элемента до точки наблюдения погреш-
ность не превышает 5 %. 

Следующая тестовая задача заключа-
лась в оценке напряженно-деформиро-
ванного состояние вокруг выработки 
кругового поперечного сечения. Длина 
выработки, задаваемая в расчетах, со-
ставляла 50 м, радиус – 1 м. Контур по-
перечного сечения выработки разбивался 
на 32 отрезка. Сетка треугольных эле-
ментов сгущалась по длине выработки 
вблизи ее центральной части, где харак-
терный размер элементов составлял 0,1. 
Вертикальное напряжение принималось 
равным единице, коэффициент бокового 
отпора – 0,5. На рис. 1 показаны рас-
пределения напряжений, полученные  
в результате численных расчетов на-
пряженно-деформированного состояния 
в сравнении с известным точным реше-
нием задачи о выработке круглого попе-
речного сечения [23]. Как видно из 
рис. 1, численное решение вполне соот-
ветствует точному. Незначительное от-
клонение от точного решения наблю-
дается вблизи поверхности выработки, 
что вызвано в первую очередь неточной 
аппроксимацией окружности 32-уголь-
ником. 

Еще в одной тестовой задаче оцени-
валось напряженно-деформированное со-
стояние вокруг сферической полости  
в бесконечной среде, находящейся под 
давлением газа. Рассматривалась сфери-
ческая полость единичного радиуса, на-
груженная единичной распределенной 
нагрузкой, направленной против норма-
ли к поверхности. Тогда в сферических 
координатах точное значение напряже-
ния определяется по формуле 
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а 

 

 
                     xxσ                                             yyσ                                            xzσ  

б 

Рис. 1.  Расчетное (а) и точное (б) распределение напряжений в долях единицы вокруг выработки  
кругового поперечного сечения 

3( ) 1/ .rr r rσ = −              (32) 

Расчеты проводились для сферы, раз-
битой на 996 треугольных элементов. Ре-
зультаты численного моделирования по-
казали удовлетворительное соответствие 
точному решению (рис. 2). Так, погреш-
ность численного решения с помощью 
разработанного алгоритма, реализующе-
го непрямой метод граничных элементов, 
достигает своего максимального значе-
ния на расстоянии от сферы порядка од-
ного ее радиуса и не превышает величи-
ны 2,5 %. 

В целом результаты решения тесто-
вых задач по оценке напряженно-дефор-
мированного состояния линейно-упругой 
трехмерной кусочно-однородной среды 
показали достаточно высокую точность  
и эффективность разработанного алго-

ритма, реализующего непрямой метод 
граничных элементов. 

 

 
Рис. 2. Распределение погрешности численной 
оценки напряжений σrr на различном расстоянии  

от сферической полости 
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Заключение 

Результаты разработки вычислитель-
ной схемы оценки напряженно-дефор-
мированного состояния кусочно-одно-
родной трехмерной упругой среды на 
основе непрямого метода граничных 
элементов позволяют сделать следующие 
выводы: 

1. На основе непрямого метода гра-
ничных элементов разработана вычис-
лительная схема решения задачи оцен-
ки    напряженно-деформированного со-
стояния трехмерной кусочно-однородной  
линейно-упругой среды, реализующая 
итерационный метод решения общей 
системы линейных алгебраических  
уравнений относительно одинарных и 
двойных (контактных) граничных эле-
ментов за счет разрешения уравнения 
граничного или контактного условия  
относительно неизвестных фиктивных 
усилий. 

2. Разработан пакет программ, реали-
зующий вычислительную схему решения 
задачи  оценки   напряженно-деформиро- 

 

ванного        состояния  кусочно-однородной 
линейно-упругой среды, который вклю-
чает следующие модули: автоматиче-
скую триангуляцию границы рассчи-
тываемой области; построение матриц 
влияния граничных элементов; модуль, 
реализующий итерационную схему для 
определения фиктивных нагрузок или 
разрывов смещений на граничных эле-
ментах, и модуль вывода компонент тен-
зора напряжений и деформаций, вектора 
перемещений, главных напряжений  
и других характеристик НДС в заданную 
сетку, покрывающую анализируемую 
область горного массива. 

3. Результаты решения тестовых за-
дач показали достаточно высокую точ-
ность и эффективность разработанного 
алгоритма, реализующего непрямой ме-
тод граничных элементов. Максимальная 
погрешность решения задачи о напря-
женно-деформированном состоянии реа-
лизуется вблизи поверхности тела и на 
расстоянии характерного размера бли-
жайшего граничного элемента до точки 
поля не превышает 5 %. 
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