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ИССЛЕДОВАНИЕ ПАНЕЛЬНОГО ФЛАТТЕРА КРУГОВЫХ  

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК, ВЫПОЛНЕННЫХ  

ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОГО МАТЕРИАЛА 

Работа посвящена анализу панельного флаттера функционально-градиентных оболочек, 
обтекаемых сверхзвуковым потоком газа. Аэродинамическое давление вычисляется согласно 
квазистатической аэродинамической теории. Внутренняя поверхность конструкции выполнена из 
алюминия, а наружная – из оксида циркония. Эффективные свойства материала непрерывно 
изменяются по толщине оболочки в зависимости от радиальной координаты по степенному закону. 
Геометрические и физические соотношения, а также уравнения движения, записанные в рамках 
классической теории оболочек, преобразуются к системе восьми обыкновенных дифференци-
альных уравнений относительно новых неизвестных. Решение задачи сведено к интегрированию 
полученной системы методом ортогональной прогонки Годунова на каждом шаге итерационной 
процедуры метода Мюллера, используемой для вычисления комплексных собственных значений. 
Достоверность алгоритма оценена путем сравнения с известными экспериментальными и теоре-
тическими данными. Приведены результаты численных экспериментов по оценке влияния 
свойств функционально-градиентного материала на границы аэроупругой устойчивости круговых 
цилиндрических оболочек при разных комбинациях граничных условий и линейных размерах. 
Установлено, что форма потери аэроупругой устойчивости определяется не только геометриче-
скими характеристиками конструкции и граничными условиями, но и заданной консистенцией 
функционально-градиентного материала. Показано, что эффективное управление критическими 
значениями аэродинамической нагрузки за счет изменения свойств функционально-градиентного 
материала возможно только для оболочек с определенными геометрическими размерами. 

Ключевые слова: классическая теория оболочек, функционально-градиентный матери-
ал, метод ортогональной прогонки Годунова, устойчивость, флаттер.  
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INVESTIGATION OF PANEL FLUTTER OF FUNCTIONALLY 

GRADED CIRCULAR CYLINDRICAL SHELLS  

The paper is devoted to the analysis of panel flutter of functionally graded cylindrical shells in a 
supersonic gas flow. The aerodynamic pressure is calculated based on the quasi-static aerodynamic 
theory. The inner surface of the structure is made of aluminum and the outer surface is made of zirco-
nium dioxide. The effective properties of the material continuously changes through the shell thickness 
with radial coordinate according to the power law. The geometric and physical relations and the equa-
tions of motion written in the framework of the classical shell theory are reduced to the system of eight 
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ordinary differential equations for new unknown quantities. A solution of the problem is found by inte-
grating the obtained system of equations by the Godunov’s orthogonal marching method at each step of 
the iterative procedure generally used in Muller’s method to evaluate complex eigenvalues. The reliabil-
ity of the method was assessed by comparing the obtained results with the available experimental and 
theoretical data. The paper presents the results of numerical experiments carried out to estimate the 
effect of the properties of functionally graded materials on the stability boundary of circular cylindrical 
shells for different combinations of boundary conditions and linear dimensions. It has been found that 
the type of loss of stability is defined not only by geometrical characteristics of the structure and bound-
ary conditions but also by given composition of the functionally graded material. It has been shown that 
an effective control of critical aerodynamic loading can be executed only for shells with certain geomet-
rical dimensions. 

Keywords: classical shell theory, functionally graded material, Godunov’s orthogonal marching 
method, stability, flutter. 

Введение 

Функционально-градиентный (ФГ) материал – современный ком-
позиционный материал, который состоит из смеси двух или более ком-
понентов, например керамики и металла [1]. По сравнению со слои-
стыми композитами для таких материалов характерно непрерывное 
и гладкое изменение механических и физических свойств по толщине 
конструкции. Улучшенные эксплуатационные характеристики изде-
лий, выполненных из функционально-градиентных материалов, при-
влекли внимание инженеров из многих отраслей техники, что способ-
ствовало появлению обширного ряда работ по исследованию статиче-
ских и динамических свойств таких конструкций под воздействием 
механических, температурных или аэродинамических нагрузок [2–16]. 
В частности, анализ панельного флаттера круговых цилиндрических 
оболочек, обтекаемых сверхзвуковым потоком газа, представлен в ра-
ботах [17–18]. В этих работах различными методами исследовано 
влияние разнообразных консистенций ФГ-материала на границу аэро-
упругой устойчивости свободно опертых цилиндрических оболочек, 
в том числе подвергающихся дополнительному воздействию температур-
ных и механических нагрузок. Детального анализа влияния различных 
вариантов граничных условий на критические скорости течения газа 
в этих исследованиях не представлено, поэтому он является предметом 
исследований в настоящей работе для случая ненагруженных оболочек. 

1. Постановка задачи и метод решения 

Рассматривается упругая цилиндрическая оболочка, выполненная 
из функционально-градиентного материала (рис. 1), длиной L и радиу-
сом R. Оболочка со скоростью U∞ обтекается сверхзвуковым потоком 
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идеального сжимаемого газа. Целью работы является исследование 
влияния свойств ФГ-материала на границу аэроупругой устойчивости 
при различных вариантах граничных условий и линейных размерах 
конструкции. 

 

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка из функционально-градиентного  
материала, обтекаемая сверхзвуковым потоком газа 

Эффективные физико-механические характеристики оболочки 
Peff, выполненной из ФГ-материала, определяются свойствами состав-

ляющих материалов P и их объемными долями V . В случае функцио-
нально-градиентного материала, состоящего из двух материалов, 

1 1 2 2effP PV PV= + . 

Для оболочки постоянной толщины h объемные доли являются 
функциями радиальной координаты z, отсчитываемой от срединной 
поверхности, и изменяются согласно степенному закону: 

1 2 1

2
, 1

2

N
z h

V V V
h

+ = = − 
 

, 

где N – показатель объемной доли, изменяющийся от нуля до беско-
нечности. С учетом последнего представления эффектные характе-
ристики, под которыми понимаются модуль упругости E, коэффици-
ент Пуассона ν и плотность материала ρ, вычисляются следующим 
образом: 

 ( )1 2 1

2

2

N

eff

z h
P P P P

h

+ = + −  
 

. (1) 
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Аэродинамическое давление, действующее со стороны потока га-
за на упругую поверхность, вычисляется согласно квазистатической 
аэродинамической теории с помощью приближенной формулы [19, 20] 

1 2

∂ ∂ =− + − ∂ ∂ 
w w

p q q q w
s t

, 

где  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2, 2 , 2q U p M q q M U q q R∞ ∞ ∞ ∞=ρ β=κ β = − β = β . 

Здесь s – меридиональная координата; w – нормальная составляющая 
вектора перемещения; /M U c∞ ∞=  – число Маха; ρ∞, p∞ и с∞ – плот-

ность, статическое давление и скорость звука в невозмущенном потоке 
газа; q – модифицированное динамическое давление; κ – показатель 

адиабаты; ( )1/22 1Mβ= − . 

В [21] показано, что для классической теории оболочек, основан-
ной на гипотезах Кирхгофа–Лява и линейном законе изменения пере-
мещений по толщине оболочки, 

1 1 2 2 3( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , )U u s z s U v s z s U w s= θ + θ θ = θ + θ θ = θ , 

соответствующие геометрические и физические соотношения, а также 
уравнения движения c учетом разложения в ряд Фурье по окружной 
координате θ могут быть сведены к системе восьми обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка относительно сле-
дующих неизвестных: 

 1 11 2 3 11 4 11

5 6 7 8 1

, 2 / , , ,

, , , .
Ry T y S H R y M y Q j H

y u y v y w y

= = + = = +
= = = =θ

 (2) 

Здесь s, θ, z – криволинейные координаты; u(s, θ), v(s, θ) и w(s, θ) – 
составляющие вектора перемещений срединной поверхности; 

( )1 ,sθ θ  и ( )2 ,sθ θ  – углы поворота недеформируемой нормали; 

{ }T

11 22 11 22, , , , ,T T S M M H=T  – вектор усилий и моментов; 11Q  – обоб-

щенная сила; /Rj j R= ; j – номер гармоники при разложении в ряд 

Фурье. 
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Система может быть записана следующим образом: 

 ( ), ,s j∂ ∂ = λy f y , (3) 

где  

 

( )

( )

2
1 2 0 5

2
2 22 22 0 6 3 4

2
4 22 22 0 7 8 1 2 7

2 / ,

/ , 2 ,

/ ,

R

R R

R

f j H R y y

f j T Q R y f y j H

f T R j Q y qy i q q y

= − −λ ρ

= − −λ ρ = −

= − −λ ρ + + λ −

 (4) 

5 11 6 12 5 7 8 8 11, , , .Rf f j y f y f=ε =ε + =− = κ  

Входящие в выражения (4) величины вычисляются по следую-
щим формулам: 

( ) ( ) ( )
( )

22 6 7 22 2 2 6 7 44 12 44 12

2
11 11 3 12 22 12 22 11 1 12 22 12 22 11 11 11

11 1 12 22 11 11 12 22 11 22 12 11 22 22 12 11 22 22

22 12 11 22 22 12 11

/ , , / , 2 ,

/ ,

, ,

R R Rj y y R j y R j y H b c

a y b c b y a b a c b

y a b b a T a a b b

M b b c

ε = + κ = θ θ = − = ε + κ

κ = − ε − κ − − ε − κ −  
ε = − ε − κ − κ = ε + ε + κ + κ

= ε + ε + κ ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

22 22 12 12 5 8

12 2 44 44 5 8 44 2 44 2 44

2
22 22 0

2
11 22 12 11 44

, / ,

2 2 / / / 4 ,

, , , , 1, , , ( , 1,2,4),

/ 1 , , /2/ 1 .

R R

R

R eff ij ij ij ij

h h

eff eff eff eff eff

c j y R j y

y b c R j y R y a k b k c

Q j M dz a b c z z B dz i j

B B E B B B E

+ κ κ = ε + −

ε = − + + + +      

=− ρ = ρ = =

= = −ν =ν = +ν

 

 

Здесь { }T

11 22 12 11 22 12, , , , ,2= ε ε ε κ κ κε  – вектор деформаций, кривизн 

и кручения; 2 1i =− ; 1 2iλ=λ + λ  – характеристический показатель. На 

краях оболочки задаются следующие однородные граничные условия: 

 ( )40 0
1 0, 1 4i i i is s

y y i+= =
δ + −δ = =  , (5) 

 ( )4 4 41 0, 1 4i i i is L s L
y y i+ + += =

δ + −δ = =  , (6) 

где 0iδ = , если заданы кинематические, и 1iδ = , если заданы статиче-

ские граничные условия. 
Система (3) с граничными условиями (5)–(6) решается методом 

ортогональной прогонки Годунова с численным интегрированием 
дифференциальных уравнений методом Рунге–Кутты четвертого по-
рядка точности [22]. Для этих целей общее решение системы (3) пред-
ставляется в виде 
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4

1
j j

j

C
=

=y y , 

где jC – некоторые константы и jy  – совокупность линейно независи-

мых решений системы (3), удовлетворяющих граничным условиям (5). 
В результате интегрирования по заданному интервалу и удовлетворе-
ния граничных условий (6) получаем следующую алгебраическую сис-
тему для определения постоянных jC :  

 
4

1

0, 1,4.j ij
j

C f i
=

= =  (7) 

Решение задачи сводится к вычислению и анализу таких значе-
ний параметра λ, при которых существует нетривиальное решение сис-
темы (7), условием которого является равенство нулю определителя 

матрицы ( ) 0ijf λ = . Для нахождения комплексных собственных значе-

ний матрицы ( )ijf λ  используется итерационный алгоритм, основанный 

на методе парабол (Мюллера) [23]. В отличие от обычной реализации 
этого метода, здесь в качестве начальных приближений используются 
собственные частоты колебаний оболочки в вакууме ω при 0U∞ = . Для 

определения последних используется комбинация шагового метода, 
посредством которого вычисляются такие значения ω, при которых 

происходит смена знака определителя ( )ijf λ  и метода, уточняющего ω 

в полученном диапазоне. В качестве последнего используется метод 
деления отрезка пополам. 

2. Численные результаты 

В численных примерах рассматривается цилиндрическая функ-
ционально-градиентная оболочка (h = 1×10-4 м), выполненная из алю-
миния (внутренняя поверхность) и оксида циркония (наружная по-
верхность). Физико-механические характеристики составляющих ма-
териалов приведены в табл. 1 [2]. Расчеты выполнялись для свободно 
опертых (v = w = T11 = M11 = 0, SS) или жестко закрепленных 
(u = v = w = θ1 = 0, CC) на обоих торцах и консольно закрепленных 
( 11 11 110, 2 / 0, 0, 0RT S H R M Q j H= + = = + = , CF) оболочек, обтекаемых по-
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током газа с параметрами, заимствованными из экспериментальных 
работ [24, 25]: γ = 1,4; M = 3, температура торможения в свободном по-
токе T∞ = 48,89 °C. В представленных ниже расчетах в качестве варьи-
руемой величины используется статическое давление в невозмущен-
ном потоке p∞, а для представления результатов вычислений применя-

ется безразмерный параметр динамического давления 1 7/ 10effq q E −= × , 

где 1
effE  – эффективный модуль упругости функционально-градиент-

ного материала, полученный при N = 1.  

Таблица 1 

Физико-механические свойства составляющих материалов 

Материал E, ГПа ν ρ, кг/м3 
Алюминий, Al (N = ∞) 70 0,3 2707 

Оксид циркония, ZrO2 (N = 0) 151 0,3 3000 
 
С целью тестирования разработанного алгоритма осуществлено 

сравнение с известными экспериментальными, численно-аналитичес-
кими и численными решениями для изотропной оболочки, свободно 
опертой на обоих торцах и имеющей следующие характеристики: 
h = 1,016×10-4 м, R = 0,2032 м, ρ = 8,904×103 кг/м3. Остальные парамет-
ры определяют различные варианты расчета: вариант I, L = 0,4064 м, 
Е = 89,647 ГПа, ν = 0,33; вариант II, L = 0,3912 м, Е = 110,31 ГПа, 
ν = 0,35. Сравнение критических номеров гармоник jcr и соответст-
вующих им минимальных значений статического давления в свобод-
ном потоке p∞ приведено в табл. 2. Из представленных данных следует, 
что получаемые в рамках разработанного алгоритма результаты доста-
точно хорошо согласуются с известными решениями. 

Таблица 2 

Сравнительные значения границ флаттера для свободно опертой 
изотропной оболочки 

Источник Вариант  p∞, Па jcr 
Эксперимент [24] II 2620–2896 20 

Аналитическое решение [25]  II 3792 25 
Аналитическое решение [26] I 2896 24 

МКЭ [27] I 3875 34 
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Окончание табл. 2 

Источник Вариант  p∞, Па jcr 
МКЭ [27] I 3875 25 
МКЭ [28] II 3875 26 

Комбинированный МКЭ [29] I 2633 25 
Комбинированный МКЭ [29] II 3599 26 

Расчет I 2744 24 
Расчет II 3713 25 

 
В рассмотренном выше примере, как и в последующих расчетах, 

потеря устойчивости оболочки осуществляется в виде флаттера по 
двум формам колебаний. Для демонстрации этого вида неустойчивости 
на рис. 2 приведены зависимости действительных и мнимых частей 
двух первых собственных значений λ от безразмерного параметра ди-
намического давления q для жестко закрепленной на обоих торцах 

оболочки. Через m на рисунке обозначено число полуволн в меридио-
нальном направлении. При отсутствии потока газа ( 0q = ) собственные 

частоты являются действительными. При наличии потока газа ( 0q > ) 

собственные значения становятся комплексными. При возрастании 
давления действительные части двух низших собственных значений 
начинают сближаться друг с другом и при 0 4,58q =  сливаются. При 

дальнейшем увеличении давления мнимая часть второй моды при 
7,69Fq =  меняет знак с положительного на отрицательный, что харак-

теризует начало области аэроупругой неустойчивости.  

 

        а    б 

Рис. 2. Зависимости действительных (а) и мнимых (б) частей двух первых собственных 
значений λ от безразмерного параметра динамического давления q  для жестко 

закрепленной на обоих торцах оболочки: L/R = 4, h/R = 1000, j = 14, N = 1 
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Из представленного выше соотношения (1) следует, что эффек-
тивные характеристики функционально-градиентного материала не-
прерывно изменяются в зависимости от радиальной координаты z 
и при z = –h/2 определяются свойствами материала, расположенного на 
нижней поверхности оболочки, а при z = h/2 – на верхней. Этот вывод 
демонстрируется данными, представленными на рис. 3. Здесь показаны 
зависимости объемных фракций составляющих материалов от безраз-
мерной радиальной координаты оболочки z/h для различных значений 
показателя объемной доли N отдельно для стали и керамики. 

На рис. 4 представлены зависимости безразмерного параметра 
динамического давления q  от номера гармоники j при разной величи-

не объемной доли N для оболочек с консольным закреплением 
(рис. 4, а) и свободно опертыми краями (рис. 4, б). Из представленных 
данных следует, что с увеличением объемной доли N границы аэроуп-
ругой устойчивости снижаются, поскольку при этом возрастает объем 
материала, обладающего более низкой жесткостью, а именно металла. 
При этом критический номер гармоники, т.е. номер гармоники, на ко-
тором имеет место минимальное значение безразмерного параметра 
динамического давления, или, другими словами, форма потери устой-
чивости, определяются не только геометрическими характеристиками 
оболочки и заданными граничными условиями, но и заданной конси-
стенцией ФГ-материала. 

 

 

а    б 

Рис. 3. Зависимость объемных фракций составляющих материалов V  от безразмерной 
толщины оболочки z/h для различных значений показателя объемной доли N:  

а – керамика; б – сталь 
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а    б 

Рис. 4. Зависимости безразмерного параметра динамического давления q  от номера 

гармоники j при разной величине объемной доли N; а – консольно закрепленная 
оболочка; б – свободно опертая оболочка: L/R = 2, h/R = 1000; –––– – Al; –·–· – N = 1;  

-·-·-· – N = 2; – – –  –  N = 5; - - - -  – N = 10; –··–··–·  – ZrO2 

Более детально этот факт демонстрируется посредством данных, 
представленных в табл. 3, 4. Здесь для оболочек с различными геомет-
рическими размерами и граничными условиями приведены критиче-
ские номера гармоник j и соответствующие им значения безразмерного 
параметра динамического давления q , полученные для разных вели-

чин объемной доли N при отношении длины оболочки к ее радиусу 
L/R = 2 (см. табл. 3) и L/R = 5 (см. табл. 4). Из этих таблиц видно, что 
форма потери устойчивости определяется жесткостью материала обо-
лочки, и в случае ФГ-материала она может отличаться от форм потери 
устойчивости составляющих материалов. В случае механической на-
грузки такая зависимость имеет место для критических значений осе-
вого усилия, тогда как критические значения бокового или гидроста-
тического давлений не зависят от консистенции ФГ-материала и, как 
показано в [7], определяются только геометрическими размерами обо-
лочки.  

Из рассмотренных комбинаций граничных условий именно жест-
ко закрепленные на обоих краях оболочки обеспечивают наибольшую 
сопротивляемость воздействию сверхзвукового потока газа, особенно 
в случае толстостенных коротких конструкций. При этом для любого 
варианта граничных условий критический номер гармоники уменьша-
ется с возрастанием толщины оболочки и ее длины. 
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Таблица 3 

Критические номера гармоник j и значения безразмерного  
параметра динамического давления q  для оболочек с различными 

геометрическими размерами h/R и граничными условиями (ГУ)  
в зависимости от разной величины объёмной доли N: L/R = 2 

ГУ h/R j ZrO2 j N = 1 j N = 2 j N = 5 j N = 10 j Al 
500 14 233,99 15 128,86 15 109,76 15 93,864 15 84,918 13 62,021 
1000 16 28,196 17 16,197 17 13,773 17 11,773 17 10,661 17 8,6703 

SS 

2000 22 3,9429 23 2,4854 23 2,1646 23 1,8930 23 1,7341 23 1,4282 
500 15 255,73 15 144,17 15 122,19 15 103,75 15 93,394 14 71,969 
1000 18 33,569 18 19,796 18 16,979 18 14,583 18 13,266 19 10,738 

CC 

2000 23 4,9606 24 3,1485 24 2,7535 25 2,4089 24 2,2139 25 1,8269 
500 13 162,05 11 80,069 11 64,437 11 52,699 11 46,819 12 36,466 
1000 14 16,959 15 10,119 15 8,7356 15 7,5562 15 6,8991 16 5,6523 

CF 

2000 19 2,5669 20 1,6505 20 1,4502 20 1,2762 20 1,1757 21 0,9786 

Таблица 4 

Критические номера гармоник j и значения безразмерного  
параметра динамического давления q  для оболочек с различными 

геометрическими размерами h/R и граничными условиями (ГУ)  
в зависимости от разной величины объёмной доли N: L/R = 5 

ГУ h/R j ZrO2 j N = 1 j N = 2 j N = 5 j N = 10 j Al 
500 10 57,953 11 33,518 11 28,314 11 24,057 11 21,682 9 16,833 
1000 11 8,3415 11 4,6935 11 3,9872 12 3,3552 12 2,9890 12 2,3432 

SS 

2000 15 1,1339 15 0,6873 16 0,5885 16 0,5049 16 0,4572 16 0,3699 
500 11 67,538 11 38,728 11 32,953 11 28,024 11 25,335 10 20,353 
1000 14 9,6086 13 5,7731 13 4,8758 13 4,1258 13 3,7087 13 2,9612 

CC 

2000 16 1,4158 17 0,8626 17 0,7433 17 0,6410 17 0,5839 18 0,4780 
500 9 44,241 8 22,209 8 17,913 8 14,595 8 12,845 8 9,8846 
1000 10 4,8231 10 2,8365 10 2,4286 11 2,0708 11 1,8604 11 1,4725 

CF 

2000 13 0,6992 14 0,4287 14 0,3714 14 0,3221 14 0,2944 15 0,2424 
 

Анализ границ аэроупругой устойчивости от отношения L/R, ре-
зультаты которых приведены на рис. 5, а для свободно опёртых оболо-
чек и на рис. 5, б – для оболочек с разными граничными условиями, 
позволяет сделать вывод о том, что наибольшее различие в безразмер-
ном параметре динамического давления, как в случае разных конси-
стенцией ФГ-материала, так и в случае одной консистенции для обо-
лочек с разными вариантами граничных условий, имеет место для обо-
лочек средней длины. 
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а     б 

Рис. 5. Зависимости безразмерного параметра динамического давления q  от отношения 

L/R для (а) свободно опёртой оболочки и (б) оболочек с разными граничными условиями  
при N = 1: h/R = 1000; –––– – Al; –·–· – N = 1; -·-·-· – N = 2; – – –  –  N = 5; - - - -  – N = 10; 

 –··–··–·  – ZrO2 

Представленные результаты расчета позволяют заключить, что 
вне зависимости от варианта граничных условий, задаваемых на краях 
оболочек, и их линейных размеров, критические значения аэродинами-
ческой нагрузки, определяемые различными значениями показателя 
объемной доли, ограничены предельными величинами, вычисленными 
для чистых материалов. Это означает, что граница аэроупругой устой-
чивости ФГ-оболочек может быть откорректирована за счет изменения 
показателя объемной доли любого составляющего материала. Однако 
наиболее эффективной такая корректировка может быть только для 
оболочек с определенными геометрическими размерами. Кроме этого, 
следует иметь в виду, что предельное значение нагрузки для оболочки, 
состоящей из металла и керамики, будет всегда ниже, чем для изо-
тропной оболочки, выполненной из материала с более высокой жест-
костью (в данном случае керамики), тем не менее обеспечивая улуч-
шенные эксплуатационные характеристики, в частности сопротивле-
ние температурным деформациям. 
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