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ВЛИЯНИЕ КРУГОВОГО ОТВЕРСТИЯ  

НА НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ОБОЛОЧКИ  

ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ 

Работа посвящена определению напряженно-деформированного состояния изотропной 
оболочки произвольной гауссовой кривизны с круговым отверстием, расположенным в центре 
конструкции. Оболочка находится под действием осевого растяжения или внутреннего давления. 
Использовались уравнения теории пологих изотропных оболочек, которые совпадают с уравне-
ниями теории изотропных оболочек с большим показателем изменяемости. Были задействованы 
интегральное преобразование Фурье, теория обобщенных функций. В результате задача сведе-
на к решению системы граничных интегральных уравнений. Одно из преимуществ использования 
метода граничных интегральных уравнений для исследования напряженно-деформированного 
состояния оболочек, ослабленных отверстием, состоит в возможности определять искомые ве-
личины непосредственно на контуре отверстия, не вычисляя их на всей поверхности оболочки. 
Для получения ядер сингулярных интегральных уравнений были использованы интегральные 
представления перемещений и фундаментальные решения уравнений статики пологих изотроп-
ных оболочек. В качестве неизвестных функций использовались комбинации перемещений, углов 
поворота и их производных. Аналитические выкладки существенно упрощаются, если считать 
неизвестными на контуре не четыре функции, как это принято, а пять. В данной работе в качест-
ве пятого уравнения используется дифференциальное уравнение, связывающее неизвестные 
функции. При численном решении задачи для сведения системы интегральных уравнений к сис-
теме линейно-алгебраических уравнений использовались специальные квадратурные формулы 
для интегралов типа Коши, если неизвестные функции имели корневую особенность на концах 
промежутка интегрирования. Для сведения дифференциального уравнения к линейно-
алгебраическому уравнению использовался метод конечных разностей. Приведены результаты 
значений коэффициентов концентрации напряжений в зависимости от кривизны изотропной обо-
лочки. Также было произведено сравнение результатов с другими исследователями. 

Ключевые слова: круговое отверстие, изотропная оболочка, мембранные напряжения, 
преобразование Фурье, метод граничных интегральных уравнений. 
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INFLUENCE OF CIRCULAR HOLE ON THE SHELL STRESS 

STATE FOR ARBITRARY GAUSSIAN CURVATURE  

The work is devoted to determining isotropic shell of stress-strain state for arbitrary Gaussian 
curvature with a circular hole, located in the center of the structure. An axial tension or an internal pres-
sure is applied to the surface of the shell. The isotropic shallow shell theory equations were used, which 
coincide with the isotropic shell theory equations with a large measure of variability. The integral Fourier 
transformation and the theory of generalized functions were applied. As a result the problem was re-
duced to solving the system of boundary integral equations. One benefit of using the method of bound-
ary integral equations for the study of shell stress-strain state weakened by a hole is the ability to define 
the unknown quantities directly on the contour of the hole, not evaluating them on the whole surface of 
the shell. To obtain the kernels of the singular integral equations, integral representations of displace-
ments and shallow isotropic shells static equations fundamental solutions were used. As the unknown 
functions, a combination of displacements, rotation angles and their derivatives were used. Analytical 
calculations are considerably simplified if it is assumed to take into account not four unknown functions 
on the contour, as it is customary, but five. In this paper it is chosen to use the differential equation 
which relates the unknown functions as the fifth equation of the boundary integral equations system. In 
order to obtain numerical solution of the problem, the method of mechanical quadratures for systems of 
integral equations and finite difference method for the fifth differential equation were used to reduce a 
problem to a system of linear algebraic equations. The stress concentration factors values depending 
on the isotropic shell curvature are given. Also the results were compared with other researchers. 

Keywords: circular hole, isotropic shell, stress concentration factor, Fourier transformation, 
method of boundary integral equations. 

Введение 

Вопросы разрушения тонкостенных конструкций волнуют как 
инженеров, так и теоретиков. Задачи, которые касаются напряженно-
деформированного состояния оболочек с таким концентратором на-
пряжения, как круговое отверстие, интересовали многих авторов в свя-
зи с сильной концентрацией напряжений в окрестности отверстия. Из-
за трудностей математического, вычислительного характера исследо-
вания в данной области обычно ограничиваются либо сферическими, 
либо цилиндрическими оболочками.  

Первым, кто направил свои усилия для решения задачи о напря-
женном состоянии вокруг кругового отверстия в круговой цилиндри-
ческой оболочке, был А.И. Лурье [1]. Оболочка была нагружена осе-
вым растяжением и внутренним давлением. Его расчеты основывались 
на методе возмущений. Подобное исследование было проведено 
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Ю.А. Шевляковым [2]. Он исследовал напряжения в сферическом 
днище резервуара, ослабленном малым круговым отверстием в центре 
при осесимметрической нагрузке. Считалось, что контур отверстия на-
гружен перерезающими усилиями, которые компенсируют действие 
внутреннего давления, или подкреплен абсолютно жестким патрубком. 
Решения обоих авторов действительны только для малых значений па-
раметра Rhr0 , где 0r  – радиус отверстия; h – толщина оболочки; R – 

радиус кривизны срединной поверхности оболочки. V. Dyke [3], 
J.G. Lekkerkerker [4] исследовали круговую цилиндрическую оболочку 
с отверстием при различных условиях нагрузки. Использовав числен-
ные методы, каждый из них расширяет результаты, которые были по-
лучены предыдущими авторами, для больших значений параметра 

Rhr0 . Цилиндрическим оболочкам с разными видами подкрепления 

отверстий были посвящены работы И.М. Пирогова [5]. 
Л.Б. Именитов рассмотрел сферическую оболочку в виде купола с 

одним жестко заделанным краем и произвольно расположенным непод-
крепленным круговым отверстием. В его работе был предложен метод 
расчленения напряженного состояния [6]. А.А. Сяський, Е.И. Лунь за-
нимались решением задачи о напряженном состоянии изотропной сфе-
рической оболочки с круговым отверстием, край которого подкреплен 
широким упругим кольцом [7]. 

В дальнейшем наиболее существенные результаты были получе-
ны в работах Г.Н. Савина, который сформулировал общую постановку 
задачи о напряженном состоянии оболочки с отверстием, которое зада-
ется в виде гладкого криволинейного контура [8].  

Достаточно полный анализ проведенных исследований по кон-
центрации напряжений вблизи отверстий в оболочках приведен в мо-
нографии [9]. Влияние поперечного сдвига оболочки с отверстием 
и ряда других нагрузок, приложенных к конструкциям, описывается 
в работах [10–16]. Конические оболочки с круговым вырезом рассмат-
риваются в [17]. 

Оболочки положительной гауссовой кривизны с отверстием были 
рассмотрены в [18–20]. Задачи сводились к решению системы гранич-
ных интегральных уравнений. Одно из преимуществ использования 
метода граничных интегральных уравнений для исследования напря-
женно-деформированного состояния оболочек, ослабленных отверсти-
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ем, состоит в возможности определять искомые величины непосредст-
венно на контуре отверстия, не вычисляя их на всей поверхности обо-
лочки. В качестве неизвестных функций использовались комбинации 
перемещений, углов поворота и их производных. Аналитические вы-
кладки существенно упрощаются, если считать неизвестными на кон-
туре не четыре функции, как это принято, а пять. В результате количе-
ство неизвестных превышает количество уравнений. Поэтому для 
обеспечения единственности решения необходимо добавить еще одно 
уравнение на контуре. В работе [20] предлагались разные варианты 
выбора пятого уравнения, но численные расчеты проводились только 
для случая, если задавалось пятое уравнение как компонент главного 
вектора. В данном исследовании в качестве пятого уравнения исполь-
зовалось дифференциальное уравнение, связывающее неизвестные 
функции. Таким образом, первые четыре уравнения – интегральные, 
пятое – дифференциальное. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается тонкая изотропная оболочка произвольной гаус-
совой кривизны и постоянной толщины h, которая находится под дей-
ствием симметричной внешней нагрузки. Оболочка отнесена к системе 
ортогональных координат x, y с осями вдоль направлений главных 
кривизн оболочки, а ось z направлена по нормали к ней (рис. 1). Кон-
струкция ослаблена неподкрепленным круговым отверстием радиусом 

0r  (контур L), расположенным в центре системы координат, уравнение 

отверстия имеет вид 

( ]0 0cos , sin , 0;2 .x r y r= θ = θ θ∈ π  

Размер отверстия считаем большим по сравнению с толщиной 
оболочки, но малым по сравнению с другими линейными размерами 
конструкции, что позволяет рассматривать задачу в рамках двумерной 
теории оболочек. 

Предполагается, что контур отверстия свободен от нагрузки на L. 
Напряженное состояние тонкостенной конструкции представим 

как сумму напряженного состояния в оболочке без отверстия при за-
данной внешней нагрузке, которое считаем известным (будем обозна-
чать величинами со звездочкой), и возмущенного напряженного со-
стояния, вызванного наличием отверстия.  
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Рис. 1. Тонкая оболочка с круговым отверстием 

Граничные условия для возмущенного напряженного состояния 
имеют вид 

* * * * *, , , , ,n n n n n n n n n nT T S S M M H H N Nτ τ τ τ= − = − = − = − = −  

где ,n nT S τ  – мембранные усилия на контуре отверстия; ,n nM H τ  – изги-

бающий и крутящий момент соответственно; nN  – перерезывающая 

сила. 
Рассматриваемую оболочку считаем бесконечной, т.е. предпола-

гаем, что внешний контур оболочки не оказывает влияния на напря-
женное состояние тела. 

Как показывают результаты экспериментальных исследований, 
возмущенное напряженное состояние возле отверстий имеет локаль-
ный характер и быстро затухает при удалении от отверстия. Поэтому 
в свое время Г.Н. Савин [8] предложил для описания возмущенного 
напряженно-деформированного состояния использовать уравнения 
теории оболочек с большим показателем изменяемости [22], которые 
совпадают с уравнениями пологих оболочек [23]. 

В рамках теории пологих оболочек предполагается, что коэффи-
циенты первой квадратичной формы поверхности равны 1, а главные 
кривизны оболочки 1 2,k k  (вдоль осей x, y соответственно) являются 

постоянными [24]. 
Основные соотношения теории пологих оболочек в случае изо-

тропного материала принимают следующий вид [20]: 
1) уравнения состояния исходя из гипотезы Кирхгофа–Лява запи-

сываются как 
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1T S
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x y

∂ ∂+ =−
∂ ∂

,  2TS
Y

x y

∂∂ + =−
∂ ∂

,  

1
1

M H
N

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

,  2
2

MH
N

x y

∂∂ + =
∂ ∂

, 

( ) 1 2
1 1 2 2 ,

N N
k T k T Z

x y

∂ ∂− + + + =−
∂ ∂

 

где , ,X Y Z  – проекции внешней нагрузки на оси координат; 1 2, ,T T S  – 

мембранные усилия; 1 2, ,M M H  – изгибающие и крутящий моменты, 

1 2,N N  – перерезывающие силы; 

2) геометрические соотношения выражаются следующим обра-
зом: 

1 1

u
k w

x

∂ε = +
∂

, 2 2k w
y

∂ϑε = +
∂

, 12

1

2

u

y x

 ∂ ∂ϑε = + ∂ ∂ 
, 

1

w

x

∂θ =−
∂

, 2

w

y

∂θ =−
∂

, 

1
1 x

∂θχ =−
∂

, 2
2 y

∂θχ =−
∂

, 1 2
12

1
,

2 y x

 ∂θ ∂θχ = + ∂ ∂ 
 

где 1 2 12, ,ε ε ε  – компоненты тангенциальной деформации срединной 

поверхности оболочки; 1 2 12, ,χ χ χ  – компоненты изгибающей деформа-

ции; , ,u v w  – перемещения в направлениях , ,x y z  соответственно; 1 2,θ θ  – 

углы поворота нормали; 
3) уравнение неразрывности деформации принимает вид 

2 2 2
0 0 1 12 2
1 1 2 2 2 2

2 0;k k
x x y y

∂ ε ∂ ε ∂ εχ + χ + − + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

4) соотношения упругости запишутся как 

( )1 1 221

Eh
T = ε +νε

−ν
, ( )2 1 221

Eh
T = νε +ε

−ν
, 12(1 )

Eh
S = ε

+ν
, 

12(1 )H D= −ν χ , 1 1 2( )M D= χ +νχ , 2 1 2( )M D= νχ +χ , 
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где ( )
3

212 1

Eh
D=

−ν
; E  – модуль Юнга; ν  – коэффициент Пуассона. 

Дальнейшее исследование основано на использовании теории 
обобщенных функций, двумерного интегрального преобразования Фу-
рье [20]. 

2. Система сингулярных интегральных уравнений 

 Если вместо усилий и моментов задать на контуре отверстия 
компоненты главного вектора и главного момента в качестве новых 

граничных величин, то можно существенно 
упростить ядра граничных интегральных 
уравнений [20].  

Обозначим через sL  часть контура L с 

концом в текущей точке s (рис. 2), где ,n τ
 

 

нормаль и касательная к контуру sL  в точке s. 

Граничные условия для возмущенного 
состояния запишем с учетом задания на контуре компонентов главного 

вектора P


 и главного момента 
( )s

M


 усилий, которые действуют вдоль 
части sL  контура L [18], 

 

 * * ( ) ( )* ( ) ( )*; ; ;s s s s
x x y y x x y yP P P P M M M M=− =− =− =−  на L.  (1) 

Неизвестные функции задаются через скачок функции при пере-
ходе через контур со стороны внешней нормали 

[ ]1 2
2

[ ]
;

u
Eh n w

t R

 ∂ λψ = − ∂ 
 

[ ]
2 1

2

[ ]
;

wv
Eh n

t R

 ∂ψ = + ∂ 
 1

3
2

[ ]
,

Eh

R t

∂ θ ψ =  ∂   

2
4

2

[ ]
;

Eh

R t

∂ θ ψ =  ∂ 
 ( )5 1 1 2 2

2

[ ] [ ] ,
Eh

n n
R

ψ = θ +λ θ
 

где 1 2,n n  – направляющие косинусы вектора внешней нормали к L 

вдоль осей x, y; 1 2,R R  – радиусы главных кривизн оболочки; 2

1

R

R
λ = . 

 

 
Рис. 2. Часть  
контура L 



Влияние кругового отверстия на напряженное состояние оболочки гауссовой кривизны 
 

 115 

Система граничных интегральных уравнений для данной задачи, 
учитывая работу [20], где подробно изложено сведение подобных за-
дач к системам граничных интегральных уравнений, запишется сле-
дующим образом: 

 ( ) ( ) ( )
5

2 *

1

( ) ( ), ( ) ( ) ,ij j i
jL

K x t x s y t y s s ds F t
=

− − ψ =π  ( ); , 1,4,t l l i∈ − =   (2) 

где l – полудлина контура. 

Компоненты главного вектора P


 и главного момента 
( )s

M


 уси-
лий приведены ниже: 

( ) 1 ;
s

x
L

P s T dy Sdx= −  ( ) 2 ;
s

y
L

P s Sdy T dx= −  ( ) 2 1 ,
s

z n y x
L

P s N ds k P dy k P dx= + +  

 ( )( ) ( )
1 ;

s

s s
x z z

L

M s P dy k M dx=− +  ( )( ) ( )
2 ,

s

s s
y z z

L

M s P dx k M dy= −   (3) 

( )( ) .
s

s
z x y

L

M s P dy P dx= −  

С учетом (3) правая часть в (2) будет задана через производные 
выражений в (3): 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4; ; ; .x y x yF s P F s P F s M F s M′ ′ ′ ′= = = =  

Но при вычислении компонент главного вектора и момента 
в правой части системы (2) возникают 4 дополнительных константы 

, 1,4ic i = , для определения которых используются дополнительные со-

отношения, следующие из условий однозначности перемещения и уг-
лов поворота при обходе контура L. 

( )( )5 4 3 0;
L

c x y dsψ − ψ −λ ψ =  ( )3 4 0,
L

x y dsψ + ψ =  

( )
2

2 2
1 3 4 52 2 0,

2L

c y
y x xy ds

c

  ψ − −λ ψ − λ ψ + ψ =  
  



( )
2

2 2
2 4 3 52 2 0,

2L

c x
y x xy ds

c

  ψ + −λ ψ + ψ + ψ =  
  


 

где 
( )24 12 1

.c
Rh

−ν
=  
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Ядра системы (2) имеют особенность типа Коши. Подробная ме-
тодика получения ядер описывается в работе [21]. 

Таким образом, задача сведена к решению системы граничных 
интегральных уравнений относительно пяти неизвестных функций. 
Для решения поставленной задачи необходимо выбрать соответст-
вующее количество уравнений, которое бы обеспечило единственность 
решения. Данный вопрос был затронут во многих работах [18–21]. 
В частности, в работе [20] предлагалось выбрать интегральные уравне-
ния, соответствующие компонентам главного вектора ,x yP P  и главного 

момента ,x yM M , а в качестве пятого уравнения выбрать уравнение, 

которое бы соответствовало компонентам главного вектора zP  или 

главного момента zM . Были также предложены варианты выбора в ка-

честве пятого уравнения интегрального или дифференциального урав-
нения, связывающие неизвестные функции.  

Численная реализация в [20] была проведена для случая, когда в ка-
честве пятого уравнения задавались компоненты главного вектора zP .  

Существенным отличием данного исследования от предыдущих 
работ [18–21] является выбор в качестве пятого уравнения дифферен-
циального уравнения и проведение численных расчетов с его исполь-
зованием. Дифференциальное уравнение приведено ниже: 

 ( )
2

5 3 4 2 .
0 1 2 2 3 1 4 52

d d d
cr n n n n

d dd

ψ ψ ψ 
= +λ + − ψ +λ ψ −ψ  θ θθ  

  (4) 

Был проведен сравнительный анализ результатов с разными ва-
риантами выбора пятого уравнения. Оказалось, что выбор пятого диф-
ференциального уравнения в виде (4) упрощает числовую реализацию 
задачи и улучшает сходимость метода.  

Численный расчет системы (2) основывался на использовании 
специальных квадратурных формул для интегралов типа Коши в слу-
чае, если неизвестные функции имеют корневую особенность на кон-
цах промежутка интегрирования [24]. Таким образом, каждое уравне-
ние системы (2) сводилось к N линейно-алгебраическим уравнениям 
относительно значений неизвестных подынтегральных функций в вы-
бранных точках (узлах интерполяционного полинома). Для сведения 
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пятого дифференциального уравнения к линейно-алгебраическому 
уравнению использовался метод конечных разностей.  

Для обеспечения единственности решения были использованы 
еще два алгебраических уравнения, которые были получены из сле-
дующих интегральных уравнений: 

3 0;
L

dsψ = 4 0.
L

dsψ =  

В результате получена система линейных алгебраических урав-

нений размерности ( ) ( )5 4 5 4N N+ × + .  

3. Результаты численного исследования 

Для определения напряженного состояния около кругового от-
верстия в оболочке были вычислены коэффициенты концентрации на-
пряжения  

( ) ( )0 2 1 1 2 02

1
; ; ; 2 .

1
T Eh

K T p h T n n p h pR
Ehθ θ θ τ τ= = ⋅ε ε = ψ − ψ =

−ν
 

Как показали результаты проведенных исследований, при выборе 
узлов разбиения достаточно ограничиться n=20, так как дальнейшее 
увеличение количества узлов разбиения практически не сказывается на 
результате. 

Для сравнения с известными результатами рассматривалась обо-
лочка нулевой гауссовой кривизны под действием осевого растяжения. 
Результаты сравнивались с работами [4, 9] и имеют хорошую сходи-
мость. В работе [4] J.G. Lekkerkerker осуществил эксперимент для об-
разца в виде цилиндрической оболочки с круговым отверстием, сде-
ланной из стали. Нагрузка – осевое растяжение. 

В табл. 1 приводятся результаты работы [4] в сравнении с коэф-
фициентами концентрации напряжений, полученными в данном иссле-
довании. Необходимо учитывать, что для моделирования задачи ис-
пользовались различные теории, но, несмотря на это, погрешность вы-
числений не превосходит и 5 %.  

Следующее сравнение было произведено для сферической обо-
лочки, которая нагружена равномерным внутренним давлением интен-
сивности p. Граничные условия на неподкрепленном контуре, который 
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нагружен перерезывающими усилиями, уравновешивающими действие 
внутреннего давления, имеют следующий вид: 

2;n LT pR=−  0;n LM =  0 2.n LN pr=−  

Таблица 1 

Сравнение коэффициентов концентрации напряжений с работой [4] 

θ 
Результаты  

эксперимента [4] 
Теоретические  
результаты [4] 

Результаты, полученные  
в данной работе 

0° 3,61 3,66 3,59 
22° 2,62 2,78 2,73 

90° –1,27 –1,2 –1,24 
135° 0,87 0,91 0,88 
180° 3,7 3,66 3,59 
225° 0,67 0,91 0,88 
270° –1,27 –1,2 –1,24 
292° –0,59 –0,65 –0,72 

 
Введем параметр, относительно которого были получены резуль-

таты: 

0.crβ=  

Таблица 2 

Сравнение коэффициентов концентрации TKθ  для оболочки, 

находящейся под действием внутреннего давления, с результатами 
других исследователей 

β 
TKθ , полученные 

в работе [2] 

TKθ , полученные  

в работе [10] 
Результаты данного исследования 

0,10 2,008 2,008 2,008 
0,20 2,031 2,034 2,034 

0,45 2,184 2,177 2,178 
1,00 2,716 2,744 2,792 
1,10 2,844 2,867 2,931 
1,20 3,044 2,994 3,087 
1,35 3,243 3,188 3,345 
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Табл. 2 демонстрирует результаты, затрагивающие оболочки по-
ложительной гауссовой кривизны. Как видим, погрешность вычисле-
ний с другими авторами не превосходит и 5 %. 

 
Рис. 3. Зависимость коэффициентов концентрации  

напряжений от кривизны оболочки 

 
а      б 

Рис. 4. Зависимость коэффициентов концентрации напряжений вдоль контура 
отверстия при заданных значениях параметра λ: а – λ < 0, б – λ > 0 

На рис. 3 показано влияние гауссовой кривизны на напряженное 
состояние оболочки. Здесь параметр λ = 1 соответствует сферической 
оболочке; λ = 0 – цилиндрической оболочке; λ = –1 – псевдосфере. 
Данные и последующие результаты приводятся для случая, когда кон-
тур отверстия нагружен перерезывающими усилиями, в результате 
действия которых 0.zP =  Приведенные результаты соответствуют зна-

чению θ=0°. 
На рис. 4 представлены результаты для случая β = 1. 
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Выводы 

В данной работе решена задача о влиянии кругового отверстия на 
напряженное состояние тонкостенной изотропной оболочки произ-
вольной гауссовой кривизны. Были сделаны следующие выводы: 

1) Максимальные значения коэффициентов концентрации напря-

жения TKθ  при θ = 0 достигаются для случая λ = 1, что соответствует 

сферической оболочке. Минимальные значения соответствуют случаю 
λ = –1, что соответствует псевдосферической оболочке. 

2) При увеличении параметра β значения коэффициентов концен-
трации напряжения возрастают. После значения λ = 0 наблюдается мо-

нотонное возрастание TKθ . 

3) Наибольшие значения TKθ при β = 1 в точках θ = 0 и θ = π/2 со-

ответствуют случаю λ = 1 и принимают значение TKθ  = 2,79. Наи-

меньшее значение TKθ в точке θ = 0 соответствует случаю λ = –1, где 
TKθ  = 2,35, а в точке θ = π/2 соответствует случаю λ = –0,25, где 
TKθ  = 2,00.  
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