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The axisymmetric contact tension of a design of bearings with a spherical segment of flying 
structures of bridges in assessment and separately its contact system is considered. Comparison of 
deformation behavior of two models and specification of boundary conditions for contact system is 
made. The distribution character of normal and tangents stresses on contact interaction surfaces of a 
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Многие узлы и конструкции, применяемые в машиностроении, 

строительстве, медицине и других областях, работают в условиях 
контактного взаимодействия. В реальных механизмах части конст-
рукции взаимодействуют друг с другом и с окружающими объекта-
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ми. Контакт может происходить как непосредственно между телами, 
так и через различные прослойки и покрытия. В связи с тем, что ме-
ханизмы машин и их элементы часто представляют собой конструк-
ции с антифрикционными покрытиями и прослойками, работающие 
в рамках механики контактного взаимодействия, исследование их 
поведения и деформационных характеристик является актуальной 
проблемой механики деформируемого твердого тела. В качестве 
примеров систем с контактными прослойками и покрытиями можно 
отметить подшипники скольжения с прослойкой из композиционно-
го материала [1], эндопротез бедра с антифрикционной прослойкой 
[2], соединение кости и суставного хряща [3], автодорожное покры-
тие [4], поршни [5] и т.д. Часто в конструкциях присутствуют более 
двух поверхностей контакта, сложная пространственная геометрия, 
сложные в своем механическом поведении материалы и условия на-
гружения. В связи с этим аналитическое решение получить практи-
чески невозможно для многих практически важных контактных за-
дач, поэтому требуются эффективные методы решения, в том числе 
и численные. 

К конструкциям с антифрикционными покрытиями и прослой-
ками относятся опорные части с шаровым сегментом. Сферические 
опорные части рассматриваются с точки зрения контакта [6–9]. В [8] 
исследовано поведение опорных частей с многократными связанны-
ми поверхностями скольжения (одна горизонтальная и две накло-
ненных поверхности). Исследования направлены на оптимизацию 
работы опоры относительно трех главных свойств, которые опреде-
ляют устройство: длины зазора, угла наклона и коэффициента тре-
ния. В [9] рассмотрена работа сферической опорной части. В работе 
исследована опорная часть с шаровым сегментом из новой эконо-
мичной стали, позволяющей улучшить использование контактной 
поверхности, а также произведено сравнение ее работы с классиче-
ским вариантом опорной части. 

В данной работе исследуется напряженно-деформированное 
состояние конструкции сферической опорной части мостового про-
лета, изготовленной ООО «АльфаТех» (г. Пермь). Производится 
численный анализ работы опорной части в сборе и контактного узла, 
включающего верхнюю стальную плиту с шаровым полированным 
сегментом 1, нижнюю стальную плиту со сферическим вырезом 2 и 
разделяющую их сферическую полимерную антифрикционную про-
слойку 3 (рис. 1), спроектирован под рабочую нагрузку 2,5 МН. 
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Рис. 1. Опорная часть с шаровым сегментом: а – нижняя плита с прослойкой; 

б – верхняя плита с шаровым сегментом 

Конструкция сферической опорной части работает в рамках 
механики контактного взаимодействия с трением по сопрягаемым 
поверхностям. Антифрикционная прослойка выполнена из модифи-
цированного фторопласта. Верификация выбранной модели поведе-
ния материала прослойки приведено в [10]. 

1. Математическая постановка 

Общая математическая постановка контактного взаимодейст-
вия упругих тел 1 и 2 с упругопластической прослойкой 3 (рис. 2) 
включает в себя: 

 

Рис. 2. Контакт через прослойку 

– уравнения равновесия [11] 

 ˆdiv 0, ;  

x V  (1) 

– геометрические соотношения 
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  1
ˆ ( ) , ;

2
Tu + u x V    

  
 (2) 

– физические соотношения 

  1 1 2
ˆˆ ˆˆ 2 , ,      


I I + x V V  (3) 

где   и   – параметры Ламе; ̂  – тензор напряжений; ̂  – тензор 

деформаций; u


 – вектор перемещений; x


 – радиус-вектор произ-

вольной точки;  1
ˆI   – первый инвариант тензора деформаций; Î  – 

единичный тензор; 1V  – область, занятая плитой с шаровым сегмен-

том; 2V  – область, занятая плитой со сферическим вырезом; 3V  – об-

ласть, занятая полимерной прослойкой, 1 2 3.V =V V V   

Для описания поведения материала прослойки выбрана дефор-
мационная теория упругопластичности, физические соотношения 
которой имеют вид [12] 

    1 1 3

2 1 ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ , ,
2 3

u

u

I I KI I x V
            

 (4) 

где u  – интенсивность тензора напряжений  ˆ23u I D  ; 

 ˆ2 I D  – второй инвариант девиатора тензора напряжений ̂D ; u  – 

интенсивность тензора деформаций,  ˆ2

2
;

3
 u I D   ˆ2 I D  – вто-

рой инвариант девиатора тензора деформаций ˆ ;D  K  – объемный 

модуль упругости; u  – функциональная зависимость, определяемая 

диаграммой деформирования материала прослойки при одноосном 

напряженном состоянии,  Ф .  u u  

Система уравнений (1)–(4) дополнена условиями взаимодейст-
вия на поверхности контакта KS  (в самом простом случае 

1 2
 K K KS S S ), при этом на KS  контактируют два тела, условные 

номера которых 1 и 2. Рассмотрены следующие типы контактного 
взаимодействия: 

– проскальзывание с трением: для трения покоя 
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1 2 ,
 
u u  

1 2 ,  n n  1 1

1 2 ,   n n  2 2

1 2 ,n n     (5) 

при этом 0 n , ,n nq    для трения скольжения 

 
1 2 ,n nu u  1 1

1 2 , u u  2 2

1 2 , u u  
1 2 ,  n n  1 2

1 2 ,n n     (6) 

при этом 0, n  ;  n nq  

– отлипание 

 
1 2 0, n nu u  1 2

0;      n n n  (7) 

– полное сцепление 

 
1 2 ,
 
u u  

1 2 ,  n n  1 2

1 2 ,   n n  2 2

1 2 ,n n     (8) 

где q  – коэффициент трения; 1 2,   – условные обозначения коорди-

натных осей, лежащих в плоскости, касательной к поверхности кон-
такта; nu  – перемещения по нормали к соответствующей контактной 

границе; 
1 2
, u u  – перемещения в касательной плоскости; n  – на-

пряжение по нормали к контактной границе; 
1 2
,  n n  – касательные 

напряжения на контактной границе; n  – величина вектора каса-

тельных контактных напряжений. 
В общем случае контактные условия (5) и (6) должны отражать 

упругопластический характер деформирования материала прослойки 
(см., например, [13, 14 и др.]), однако в данной работе рассматрива-
ется антифрикционная прослойка с относительно низким коэффици-
ентом трения, поэтому предполагается, что проскальзывание кон-
тактных поверхностей начинается при величинах касательных на-
пряжений, значительно меньших, чем предел пластичности на сдвиг. 
Данное предположение подтверждается непосредственной провер-
кой значений контактных касательных напряжений, полученных из 
решения задач для каждого конкретного случая. 

2. Реализация решения и полученные результаты 

Реализовано решение осесимметричной контактной задачи, 
описанной в [1], для двух моделей: сферической опорной части в 
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сборе и ее контактного узла. При помощи программного комплекса 
ANSYS построены конечно-элементные модели с использованием 
деформационной теории упругопластичности. Используется осесим-
метричный 8-узловой элемент, обладающий аппроксимацией 2-го по-
рядка и двумя неизвестными перемещениями в каждом узле. 
По толщине прослойка разбита на 16 элементов. Количество элемен-
тов по толщине прослойки выбрано в результате исследования схо-
димости решения в зависимости от данного параметра [15, 16]. 
На поверхностях соприкосновения верхней и нижней плит с про-
слойкой нанесена контактная конечно-элементная пара, позволяю-
щая учесть трение. На модели наложены статические и кинематиче-
ские граничные условия, соответствующие реальной максимальной 
нагрузке при эксплуатации опорной части с шаровым сегментом в 
пролетных строениях мостов: к верхней плите прикладывается рас-
пределенная вертикальная нагрузка 54P  МПа. 

В результате решения задачи были найдены зоны контактного 
взаимодействия, контактные давления и контактные касательные 
напряжения. Наибольший интерес представляют данные величины 
на контактной поверхности прослойки, обладающей большей свобо-
дой 1KS . 

Математическая постановка задачи анализа контактного на-
пряженно-деформированного состояния опорной части с шаровым 
сегментом в сборе (рис. 3) включает уравнения (1)–(4), контактные 
условия (5)–(8) на поверхностях контакта плит контактного узла со 

сферической прослойкой  спс 1 2 3
,  K K K KS S S S  контакта плит с 

плоской поверхностью скольжения  ппс 7 82  K K KS S S S , а так-

же контакта между различными стальными деталями опорной части 

 ст 4 5 6 1 .   K K K KS S S S S  Уравнения (1)–(8) приведены при 

описании общей математической постановки задачи контакта. Пол-
ная поверхность контакта 

спс ппс ст
  K K K KS S S S . Постановка 

дополняется кинематическими граничными условиями на поверхно-
сти 4 :S  

 40, 0, .   z rzu r S   
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Рис. 3. Расчетная схема опорной части с шаровым сегментом в сборе 

Поверхность 3S  контактирует с очень жесткой конструкцией 

мостового пролета, что практически исключает поворот поверхности 
в пространстве, при этом интеграл по поверхности от компоненты 
силы zp  равен прикладываемой вертикальной нагрузке. Таким обра-

зом, граничные условия на поверхности 3S  имеют вид 

  
3

3

3 3d , , = const, = 0, ,z z z S rz

S

p S Q u r z U = r S      

где zQ  – вертикальная сила, приложенная к 3;S  U  – неизвестная ве-

личина. Остальные наружные поверхности свободны от нагрузок. 
По результатам расчета конструкции охарактеризуем особен-

ности напряженно-деформированного состояния. Рассмотрим пере-
мещения по координате r  и z  на поверхности 2S  (рис. 4) в сравне-

нии с перемещениями поверхности 1S . 
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а                                                                       б 

Рис. 4. Перемещение по r (а) и z  (б) поверхностей 1S  и 2S  

Перемещения на поверхности 2S  практически нулевые, следо-

вательно, при исследовании ответственных частей конструкции 
опорной части с шаровым сегментом можно считать, что на поверх-
ности 2S  0ru   и 0zu  , таким образом, плоскую поверхность 

скольжения можно не учитывать в модели контактного узла. При 
этом у поверхности 1S  перемещения zu  практически одинаковы по 

радиусу. Следовательно, для упрощения можно принять, что по-
верхность 1S  в конструкции в сборе остается в процессе деформиро-

вания плоской. 
Рассмотрим распределение давления на поверхности 1S  в срав-

нении с давлением в контактном узле, полученном при исследовании 
конструкции (рис. 5) [16]. 

 
Рис. 5. Контактное давление на поверхности 1S : 

1 – конструкция в сборе; 2 – контактный узел 
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Для конструкции в сборе распределение давления на поверхно-
сти 1S  неравномерное: максимум в центре с дальнейшим падением к 

краю прослойки, у края поверхности значения давления нулевые, что 
связано с трением при контактном взаимодействии. Распределение 
давления на поверхности 1S  в контактном узле при граничных усло-

виях, выбранных в [16], равномерное. 
Рассмотрим относительное контактное давление и относитель-

ное контактное касательное напряжение (отнесено к прикладывае-
мой нагрузке P) на 

1KS  (рис. 6) для конструкции в сборе в сравнении 

с результатами для контактного узла 1–3. 

 
Рис. 6. Относительные контактные давление (а) и касательное  

напряжение (б) на 
1KS : 1 – конструкция в сборе; 2 – контактный узел 

Контактные давление и касательное напряжение в опорной 
части в сборе и в контактном узле не совпадают. Для конструкции в 
сборе максимальное контактное давление наблюдается в зоне сцеп-
ления с дальнейшим понижением в зоне перехода контактных со-
стояний сцепление-проскальзывание, к краю прослойки контактное 
давление продолжает падать. В контактном узле распределение от-
носительного контактного напряжения неоднородно, с ярко выра-
женными зонами максимума и минимума, при этом в зоне сцепления 
у конструкции в сборе оно меньше, чем у контактного узла. Относи-
тельное контактное давление в конструкции в сборе также отличает-
ся от случая контактного узла.  

Данные отличия могут быть связаны с деформацией верхней 
плиты с шаровым сегментом, поэтому рассмотрим характер ее де-
формирования (рис. 7). 
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Рис. 7. Характер деформирования верхней плиты в контактном узле 

Максимальные перемещения на 1S  по координате z  составля-

ют 44,04 10zu     м, минимальные – 53,57 10zu    . Следователь-

но, причиной столь неоднородного распределения относительных 
контактных давления и касательного напряжения на поверхности 1S  

является осесимметричный изгиб относительно тонкой верхней 
стальной плиты, поверхность 1S  становится выпуклой вверх [16]. 

В сборе контактный узел не имеет возможности осесимметричного 
изгиба, и поверхность 1S  остается плоской. Таким образом, гранич-

ные условия требуют уточнения. 

 
Рис. 8. Контактный узел опорной части с шаровым сегментом 

Для модели контактного узла (рис. 8) граничные условия 
включают: 

– кинематические граничные условия на поверхности 2S   
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 20, 0, ,z rzu r S      

– статические и кинематические граничные условия на поверх-
ности 1S  

 1 1

1

d = , ( , ) const, 0, ,z zz rz

S

p S Q u r h U r S        

где zQ  – вертикальная сила, приложенная к 1S ; U  – неизвестная ве-

личина; остальные наружные поверхности являются свободными от 
нагрузки. 

Рассмотрим распределение давления на поверхности 1S  с но-

выми граничными условиями в контактном узле. На рис. 9 приведе-
но распределение давления на 1S  для контактного узла в сравнении с 

конструкцией в сборе. 

 
Рис. 9. Давление на поверхности 1S :  

1 – конструкция в сборе; 2 – контактный узел 

На большей части поверхности 1S  давление имеет хорошее ко-

личественное совпадение для модели конструкции опорной части с 
шаровым сегментом в сборе и для модели контактного узла. У края 
поверхности значения давления разные, что связано с трением при 
контактном взаимодействии, учтенном в конструкции в сборе. 
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Рассмотрим относительные контактное давление и контактное 
касательное напряжение на 

1KS  (рис. 10) для конструкции в сборе в 

сравнении с результатами для контактного узла, полученными при 
новых граничных условиях. 

 
Рис. 10. Относительные контактные давление (а) и касательное  

напряжение (б) на 
1

:KS  1 – конструкция в сборе;  

2 – контактный узел 

Контактное давление для двух вариантов конструкции опорной 
части с шаровым сегментом имеет хорошее качественное и количе-
ственное совпадение. Наблюдается (рис. 10, б), что контактное каса-
тельное напряжение в зоне сцепления у конструкции в сборе мень-
ше, чем у контактного узла, при этом протяженность зоны сцепления 
у конструкции в сборе больше. Данный эффект может быть связан с 
ужесточением контактного узла в сборке: плита 5 и фартук 6 на 
рис. 3 ограничивают движение сферического сегмента. В зоне про-
скальзывания до края прослойки относительное контактное каса-
тельное напряжение имеет хорошее количественное и качественное 
совпадение для обоих вариантов решения. В целом контактное каса-
тельное напряжение меньше контактного давления и вносит малый 
вклад в полное контактное напряженное состояние. 

Перемещение поверхности 1S  по координате z  составляет 
59,62 10zu    , при этом поверхность остается плоской. 

В результате исследования конструкции в сборе произведено 
уточнение граничных условий на поверхности 1S , что привело к ма-
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лому количественному и качественному отличию результатов реше-
ния для контактного узла и для опорной части в сборе. Из ранее ска-
занного можно сделать вывод о возможности неучета в расчетной 
схеме части конструкции опоры с шаровым сегментом и исследова-
нии только контактного узла, без учета плоской поверхности сколь-
жения нижней плиты. 
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